


* %% DEBUT DU SUJET %%

Phénomenes de transport, thermoélectricité et applications.

Dans ce probléme, nous nous intéressons & quelques phénomeénes couplant les transports de charge
et de chaleur. Dans un premier temps, on étudie les notions élémentaires sur le transport de la chaleur
et de la charge dans un métal. Dans un second temps, nous nous intéresserons au couplage entre ces
phénomenes, et nous analyserons en particulier les effets thermoélectriques.

Les effets thermoélectriques peuvent étre utiles dans différents contextes. Notamment, ces dernitres
années, des dispositifs utilisant ces effets ont été envisagés afin d’laborer des solutions de récupération
d’énergie thermique dissipée dans des centres de données pour produire de I’énergie électrique.

Les matériaux ayant des propriétés thermoélectriques sont notamment utilisés pour réaliser des me-
sures de température. On étudiera ainsi, dans une derniere partie, les performances des thermométres
basés sur des jonctions thermoélectriques, que nous comparerons dans ce contexte aux caractéristiques
des thermometres utilisant les propriétés des métaux.

> Les applications numériques seront effectuées avec la précision qu’un calcul & la main permet
aisément, et (sauf mention contraire) sans excéder deuz chiffres significatifs. Les ordres de gran-
deur seront donnés avec un seul chiffre significatif. Les données numériques ont été choisies pour
rendre aisés les calculs.

Les références des questions abordées devront étre indiquées de facon claire.
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Le sujet comporte 12 pages : les deux parties constituant ce sujet sont indépendantes et peuvent
étre traitées séparément. Certaines sous-parties peuvent étre abordées indépendamment des ques-
tions précédentes. Il est conseillé d’aborder le sujet dans ’ordre des questions.

Notations, formulaire et données numériques.

e Charge élémentaire : e ~ 1,6 x 10719 C

e Constante de Boltzmann : kg ~ 1,4 x 1072 J- K1

e Masse d’un électron : me ~ 9,1 x 1073 kg

e Masse d’un proton (ou d’un neutron) : m, ~ 1.7 x 107> kg

e Conductivité électrique du cuivre : 79 ~ 6,0 x 10°S-m™?!

e Conductivité thermique du cuivre : Aoy ~ 3.0 x 1P W .m 1. K1

e Conductivité thermique du platine : A\p; 8,0 x 10! W-m—1. K1

e Permittivité diélectrique du vide : g ~ 10711 F-m~1

e Masse volumique du platine : gp; =~ 2,1 x 10¢kg - m—3

o Capacité thermique massique du platine : epy ~1.3 x 102J - K~ . kg1

Opérateur laplacien vectoriel en coordonnées cylindriques (r.6,z), pour un vecteur A = (Ar,Ag,Az) :
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On notera i 'unité imaginaire telle que i2 = —1.
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I.B Transport de charge en régime lentement variable

Les propriétés de transport électrique d’un barreau métallique évoluent en fonction de la tension
appliquée & ses bornes, en particulier vis-a-vis de la fréquence de cette derniére. Dans le cas d’un
régime harmonique, on peut décrire la dépendance de la résistance vis-a-vis de la fréquence. En régime
harmonique & la pulsation w, la conductivité dynamique y(w) peut s’écrire, en notation complexe :

70
Y(w) = TTior (1)
Pour les grandeurs physiques en représentation complexe, on considérera que la dépendance temporelle
est de la forme e,

5. Retrouver I'expression de y(w) dans le cas d’une sollicitation du barreau métallique par un champ
électrique sinusoidal.

6. En exploitant les équations locales de I’électromagnétisme en notation complexe, montrer que la
densité volumique de charge p(M,¢) en un point M du conducteur vérifie I'’équation suivante :
8%p 19p 2
W(Mat) + ;E(Mat) + wpp(M)t) =0, (2)

avec wp une pulsation caractéristique dont on déterminera I’expression en fonction de n, e, m et .

7. Donner un ordre de grandeur du parametre de maille dans un métal. En supposant que chaque
atome du réseau cristallin donne un électron de conduction, en déduire une estimation numérique de la
densité électronique n dans un métal. Pour un conducteur de bonne qualité, comme le cuivre, évaluer
numériquement un ordre de grandeur de 7 et de wp.

8. Déterminer alors I’expression du facteur de qualité @) de oscillateur amorti décrit par ’équation
(2) et une valeur numérique de ce dernier. Représenter graphiquement ’allure de la densité volumique
de charge en fonction du temps, en supposant les conditions initiales suivantes : p(0) = pg et e (0) = 0.
En déduire que lorsque w7 < 1, la densité de charge au point M peut étre considérée comme nulle.

Dans la suite, on se placera dans le régime wr < 1.

9. Dans cette approximation, justifier que le vecteur densité volumique de courant ; = jz(r,0,z,t)é;
ne dépend pas de la coordonnée z, définie par axe de révolution (Oz) du barreau cylindrique conduc-
teur. Expliquer également pourquoi j, est indépendant de 4.

10. Montrer que la densité volumique de courant j,(r,t) vérifie ’équation suivante :
OJz : '
Ajy = S 3
Ja = pov0 g (3)

o . - . > OE
On justifiera notamment pourquoi on peut négliger le courant de déplacement jq = gg—— devant le

ot

courant de conduction 5 = jz(r,t)éz. Donner le type de cette équation aux dérivées partielles.

Le graphique de la figure 2 représente l’allure de la densité volumique de courant j,(r) le long
de 'axe (Oz) en fonction de la distance r au centre du conducteur, pour différentes valeurs de la

. [ 2 ; o
pulsation, & un instant . On note § = une distance caractéristique.
HoYow

11. En adaptant la modélisation mise en ceuvre & la question 4 et en utilisant le graphique de la
figure 2, décrire le comportement de la résistance du barreau conducteur en fonction de la pulsation
du courant qui le traverse. En particulier, on établira une expression de la résistance en fonction de
la pulsation. On s’appuiera pour cela sur une modélisation simple du profil spatial de j,(r).

Pour tenir compte d’éventuels phénomenes de propagation au sein du cable, on souhaite décrire le
comportement du potentiel électrique le long du barreau métallique sur la base du modéle suivant :
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I.Cc Etude thermique

Afin de conduire I’étude thermique du barreau métallique, on se réfere au schéma de la figure 1.
On suppose que ’ensemble est calorifugé, notamment les parois latérales du barreau métallique. On
négligera donc les échanges d’énergie entre le systéme, constitué par les deux solides et le barreau, et
Pextérieur.

"~ On suppose dans un premier temps que les solides S et Sy se comportent comme des thermostats
(aussi appelés réservoirs de température dans la suite) et que leurs températures respectives 7; et Th
sont constantes. On suppose également que la température est continue 3 I’interface entre les solides
et le barreau, hypothése traduite par les conditions suivantes : T(z = 0) = T} et T(z = 0 =Ty

Le barreau est modélisé comme une phase condensée idéale de capacité thermique massique, notée c.

17. Rappeler la définition d’un thermostat. Donner la condition portant sur leur capacité thermique
qui permettrait de considérer les solides S; et S comme des thermostats.

18. Dans 'hypotheése de réponse linéaire (concept & préciser), rappeler la loi 3 laquelle obéit le
vecteur densité de courant thermique jg. On notera la conductivité thermique .

Pour un conducteur métallique & température ambiante, la conductivité thermique A et la conduc-
tivité électrique 7y sont reliées par la loi de WIEDEMANN-FRANZ :
A 7r2k]23 @
")/0T - 362 )

19. Justifier Paffirmation : < un bon conducteur électrique est un bon conducteur thermique ». En
_ utilisant la loi de WIEDEMANN-FRANZ et sur la base d’arguments physiques numériques, justifier que
I'évolution de la conductivité thermique d’un métal est conforme aux comportements attendus et en
déduire un ordre de grandeur de la conductivité thermique du cuivre ACu-

20. On constate que la conductivité thermique du diamant est particuliérement élevée, et de I’ordre
de 2,2x10° W - K~ - m~!. Pourquoi la loi de WIEDEMANN-FRANZ ne s’applique-t-elle pas au diamant ?

21. Etablir I'équation gouvernant I’évolution spatio-temporelle du champ de température T'(x,t)
dans le barreau métallique.

22. Déterminer I’expression du profil de température T(x) dans le barreau, en régime permanent.

23. Apres avoir rappelé la définition de la résistance thermique d’un matériau, en déduire I’expres-
sion mathématique de la résistance thermique Ry, du barreau métallique.

On étudie maintenant la situation ot la température des thermostats T3 et Tp dépendent du temps.
Initialement, T3 (£ = 0) = To1 et Tp(t = 0) = Tpo. L’étude est conduite dans ’approximation des régimes
quasi-stationnaires, c’est-a-dire qu’on suppose que les relations établies précédemment restent valables.
On rappelle que pour un thermostat dU = Cy,dT’, avec Cin la capacité thermique du thermostat, les
capacités thermiques des deux thermostats étant identiques.

24.0n note Tyherm, le temps caractéristique de thermalisation des thermostats, et 7o, le temps
caractéristique des échanges de chaleur dans le barreau. Définir le cadre d’étude dans lequel on pourrait
supposer que les températures 71(¢) et Th(t) sont homogénes dans les réservoirs de température.

25. Déterminer un systéme de deux équations différentielles vérifiées par T3 () et T5(t). On fera
apparaitre une durée 7, caractéristique de I’évolution de T} (1) et T(t), et dépendant de Ry, et Cyy,.

26. Déterminer les expressions de T1(¢) et Th(t). On pourra introduire les fonctions auxiliaires
' ey 1) + To(t
AT(t) = T1(t) — To(t) et T(t) = M

différentielles découplées (indépendantes).

, et montrer que ces fonctions obéissent 3 des équations
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27. Représenter graphiquement I'évolution de T3(t) et T»(t) en fonction du temps et analyser le
résultat obtenu.

28. Donner 'expression du temps caractéristique 7y, (assimilé & 7ee) de la diffusion thermique le
long du barreau métallique en fonction des paramétres géométriques et grandeurs caractéristiques
physiques du barreau. Montrer que I’approximation des régimes stationnaires sera vérifiée a condition
que l’on puisse négliger la capacité thermique massique ¢ du barreau devant une capacité thermique
massique caractéristique, dépendant de Cyy, Rgp, £, p et A.

Dans la suite, on supposera la capacité thermique du barreau métallique négligeable
et obéissant a la condition établie & la question précédente.

29. Déterminer I'expression de la variation d’entropie d’un thermostat de capacité thermique Cyy
passant d’une température T} & une température T;. En déduire la variation d’entropie AS du systeéme .
complet, composé des deux solides S; et So et du barreau métallique.

.. . ) . . . 101
30. Tracer la variation d’entropie AS en fonction de la variable sans dimension n = T et com-
menter cette évolution. On identifiera les lieux et les sources donnant naissance 3 une irréversibilité.

On considere dans la suite un élément infinitésimal de longueur dz du barreau métallique, situé &
Pabscisse z.

31. Déterminer I'expression de la quantité élémentaire d’entropie d’échange, notée 65,, pour cet
élément infinitésimal entre les instants ¢ et ¢ + d¢. On prendra en compte pour le résultat final le
caracteére négligeable de la capacité thermique massique du barreau, c’est-a-dire que son coefficient de
diffusion thermique est suffisamment grand. On montrera en particulier que le résultat se met sous la
forme

aT\?
avec f(T') une fonction de la température 3 déterminer.

32. En déduire que le bilan local d’entropie volumique créée, notée s,, peut s’écrire de la maniére
suivante :

dsy _ f(T) (E)Z . | (6)

ot  7a? \ Oz
Commenter I’évolution temporelle de sy, et comparer aux précédentes analyses de la création d’entropie.

On se place maintenant en régime harmonique, & la pulsation w. Les températures des contacts
entre les solides &1 et Sy et le barreau métallique sont de la forme suivante :

Ti(t) = To1cos(wt)+ Toe :
Ta(t) = To2.- _ ‘ (7)

On observe alors le comportement du champ de température T'(x,t) en différents points du bar-
reau métallique et en fonction du temps. Les représentations graphiques de ’évolution du champ de
température et du flux thermique dans le barreau métallique en fonction du temps sont présentées sur
la figure 4.

33. Analyser les différentes courbes de la figure 4 et expliquer le phénomeéne. Proposer, sur la base
d’arguments dimensionnels, une expression de la longueur caractéristique du phénomene d’atténuation
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FIGURE 4 — (a) : Température dans un conducteur de platine en fonction du tefnps, pour différentes
valeurs de z. (b) : Fluz thermique dans le méme conducteur en fonction du temps, pour les mémes
valeurs de x. La fréquence vaut f = 0,1Hz, les températures Ty, et Tog valent Ty; = 20°C et The =
50°C.

observé. Evaluer numériquement une longueur caractéristique d’atténuation & partir des courbes de
la figure 4, et montrer qu’elle est compatible avec U'expression proposée précédemment.

34. Etablir enfin une condition sur la pulsation w pour que la norme du vecteur densité de courant
de chaleur puisse &tre considérée comme uniforme sur une section du barreau métallique.

I.D Effets thermoélectriques

Les effets thermoélectriques regroupent différents phénomeénes mis en avant 3 la fin du XVIIIieme
et au début du XIX®™e gidcle, qui mettent en évidence le couplage des phénoménes de transport de
charge et de chaleur. On distingue les différents types de couplages mentionnés ci-dessous :

* L’effet Peltier consiste en un déplacement de chaleur provoqué par un courant électrique;

* L’effet Thomson, & 'inverse, désigne Papparition d’un courant électrique provoqué par un courant
‘de chaleur;

* L’effet Seebeck désigne I’apparition d’une différence de potentiel provoquée en circuit ouvert par
une différence de température.

En présence d’effets thermoélectriques, les vecteurs densité de courant de chaleur fQ et de charge j
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En pratique, on branche un voltmetre aux bornes de la jonction entre les deux matériaux (dénotées
C et D sur la figure 5). On prendra Tp = 1.

39. Justifier que le courant électrique parcourant le circuit peut &tre considéré comme nul dans la
configuration de la figure 5.

40. Exprimer le coefficient S12 en fonction des coefficients a; du pouvoir thermoélectrique de chacun
des deux matériaux.

41.FEn déduire une méthode pratique permettant de déterminer le coefficient cy d’un matériau
inconnu. '

II Mesures de températures

Dans cette partie, on s’intéresse & la réalisation de mesures de températures en exploitant les
phénomenes décrits précédemment et en étudiant des dispositifs, dont une grandeur physique, dite
grandeur thermométrique, dépend de la température.

II.A Mesure de température avec un conducteur ohmique

Une thermorésistance est un capteur thermique exploitant la dépendance de la résistance d’un
composant vis-a-vis de la température. Ici, on se propose d’étudier le fonctionnement d’une sonde
de température de ce type utilisant un fil métallique, qui sera le plus souvent du platine, du cuivre
ou du nickel. Ces thermométres tendent & remplacer les thermocouples pour les mesures a basses
températures, notamment dans le domaine médical. La thermorésistance étudiée est assimilée a un
conducteur métallique en platine, de géométrie cylindrique de longueur £ et de section S.

La résistivité d’un métal, notée p, dépend de la température en °C, notée 6 dans la suite de ’étude.
Pour toute la suite du sujet, la notation p fera référence & la résistivité. La dépendance précise en
température de la grandeur thermométrique, ici p(6), dépend du matériau considéré. Dans le cas du
platine, on a I’expression mathématique suivante, valable entre 0° C et 850° C :

p(8) = po [1+ Af + B#*| . (15)
avec 0 la température en °C, A = 3,9 x 1073°C~1 et B = —5,8 x 1077°C2.

42. Proposer une interprétation simple du paramétre pp au regard du modéle mathématique eq.
(15). Discuter, sur la base d’arguments numériques, I'approximation consistant & considérer la résistivité
comme une fonction affine de 8 sur la plage de température considérée.

On se placera dans le cadre de cette approximation pbur le reste de I’étude de la
thermorésistance.

43. Déterminer la condition sur A permettant de garantir que la thermorésistance a une sensibilité
maximale. Proposer un argument qualitatif permettant d’expliquer 'augmentation de p avec 0.

Pour mesurer précisément la valeur de la résistance de la thermorésistance, et en déduire la
résistivité connaissant les paramétres géométriques de celle-ci, on utilise le montage électronique
représenté sur la figure 6. Ce montage, appelé pont de WHEATSTONE, permet de déduire la valeur
d’une résistance a priori inconnue & partir de la valeur des autres composants et d’une mesure de la
tension U. La mesure de la tension U s’effectue avec un voltmétre, dont 'impédance d’entrée est tres
élevée. .

La résistance de la thermorésistance est notée R = Rg+ R', avec Ry = R(# = 0). La tension d’alimen-
tation E est choisie égale a 10V.
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FIGURE 6 — Montage permettant de déterminer la valeur de R’ en mesurant la tension U. La valeur
de la tension E est firée par lutilisateur. On prendra E = 10V. Les valeurs des résistances usuelles
sont prises d Ry.

44. Exprimer la résistance Ry en fonction de pg et la variation de thermorésistance R en fonction
de 0 et Ro.

45. Etablir l'expression de la tension U en fonction de R/, Ry et E, puis en déduire Pexpression de
U en fonction de # notamment.

46. La sensibilité du systéme de mesure est définie par gy = % Déduire des expressions de U et
og deux inconvénients de ce montage pour réaliser une mesure de température. '

Afin d’améliorer le dispositif précédent de mesure de température, on adapte le montage électronique
représenté sur la figure 6, et on étudie celui proposé sur la figure 7. Ce dispositif de mesure adapte le
pont de WHEATSTONE de la figure 6, en introduisant deux ALI (Amplificateur Linéaire Intégré), sup-
posés idéaux et en fonctionnement linéaire. La grandeur physique mesurée est maintenant le potentiel
Vs.

Ry Ry + R

Ry Ry

A
QE R
7 I

3 +ALI2 ‘/;

FIGURE 7 - Montage de mesure de température. Les ALI sont supposés idéaux, et fonctionnent en
régime linéaire.

47. En reliant V; et I par une expression mathématique, déterminer la fonction réalisée par PALI
2,

48. Etablir la relation entre Vs et R’ et en déduire une expression de V; en fonction de la, température

0.

~ dV,
49. Déterminer la sensibilité de ce nouveau montage, définie par 5y = @f, ol la grandeur ther-

mométrique est maintenant V. Commenter I’expression de la sensibilité obtenue, et proposer des
préconisations concernant le choix des valeurs R et E. On prendra R = Ry. Evaluer alors numériquement
0.
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52. Comparer la sensibilité des différents thermocouples présentés sur la figure 9, et la comparer &
celle de la thermorésistance étudiée plus haut.

53. Expliquer les avantages et inconvénients des thermocouples contenant du platine (type B et S)
sur la base du comportement de la grandeur thermométrique mesurée en fonction de la température,
et de leurs propriétés chimiques.

54.Dans une perspective plus générale, & quelle application pourraient étre destinés les effets
thermoélectriques ?

* %% IFIN DU SUJET *%*
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