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        Modélisation et contrôle d’un mini-quadrirotor 



▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐✲q✉❛❞r✐r♦t♦r

✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡

▲❡s ♠✐♥✐✲❞r♦♥❡s s♦♥t ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✱ s❛♥s ♣✐❧♦t❡ ❤✉♠❛✐♥ à ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧✳ ■❧s
❢✉r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ♠✐❧✐t❛✐r❡s ❛✜♥ ❞✬❛❝❝♦♠♣❧✐r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❞❡
r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡ ❝♦♠❜❛t✱ ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝✐✈✐❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡
❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦✉❧❡ ♦✉ ❞❡ tr❛✜❝ r♦✉t✐❡r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐étés ❞❡ ♠✐♥✐✲❞r♦♥❡s✱ ♠❛✐s ♣r❡sq✉❡ t♦✉s ♦♥t
❧❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s s✉✐✈❛♥ts ✿

• ✐❧s s♦♥t ♣❡t✐ts ✭❁ ✶ ♠✮✱ ❧é❣❡rs ✭❁ ✷ ❦❣✮ ❡t ♣❡✉ ♦♥ér❡✉① ❀
• ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛❝❝♦♠♣❧✐r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✭❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ s✉✐✈r❡

✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣ré❞é✜♥✐❡✱ ❡t❝✳✮ ❀
• ✉♥ ♣✐❧♦t❡ ♥♦♥✲s♣é❝✐❛❧✐st❡ ♣❡✉t ❧❡s ❝♦♥trô❧❡r à tr❛✈❡rs ❞❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ✭❛❧❧❡r ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✱

♠♦♥t❡r ❞✬✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ✶ ♠ètr❡✱ ❛tt❡rr✐r✱ ❢❛✐r❡ ❞❡♠✐✲t♦✉r✱ ❡t❝✳✮ ❀
• ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ✈♦❧❡r ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✿ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ♦✉ à ❧✬❡①tér✐❡✉r✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡

❞❡ ✈❡♥t✱ ❞✬♦❜st❛❝❧❡s✱ ❡t❝✳
❯♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐✲❞r♦♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ s✉❝❝ès ❣r❛♥❞✐ss❛♥t ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞❡ ✶✵ ❛♥s✳ ■❧ s✬❛❣✐t

❞✬✉♥ ❞r♦♥❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✹ ❤é❧✐❝❡s✱ ❞✬♦ù s♦♥ ♥♦♠ ❞❡ ✏q✉❛❞r♦t♦r✑ ♦✉ ✏q✉❛❞r✐r♦t♦r✑✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐✲❞r♦♥❡ ❡st ét✉❞✐é
❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✉♥✐✈❡rs✐tés ♦✉ é❝♦❧❡s ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉rs ✭✜❣✉r❡ ✶✮ ❡t ❡st ♠ê♠❡ ✈❡♥❞✉ ❛✉ ❣r❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♠♠❡
✉♥ ❥❡✉ ♣♦✉r ❧✬❡①tér✐❡✉r ♦✉ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ✭✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❞♦♥♥é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❝❡ t②♣❡
❞❡ ♠✐♥✐✲❞r♦♥❡ q✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✱ ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s✱ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ❡t ❝♦♥trô❧é ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ Pr♦t♦t②♣❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡ s✉❥❡t ❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❆❘✳❉r♦♥❡ ❞❡ P❛rr♦t

✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧❡

❯♥ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠✐s ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ✹ ❤é❧✐❝❡s ❡♥tr❛î♥é❡s ❝❤❛❝✉♥❡ ♣❛r
✉♥ ♠♦t❡✉r é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞✉ ❞r♦♥❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ✹ ♠♦t❡✉rs✱ s♦♥t ❛❧✐♠❡♥tés ♣❛r ✉♥❡
❜❛tt❡r✐❡ ▲✐t❤✐✉♠ P♦❧②♠èr❡✳ ▲❛ ❝❛rt❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡♠❜❛rq✉é❡ à ❜♦r❞ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r tr❛✐t❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s
❞✐✛ér❡♥ts ❝❛♣t❡✉rs ❡t é❧❛❜♦r❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ✹ ✈❛r✐❛t❡✉rs ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ à s✉✐✈r❡✱
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t tr❛♥s♠✐s❡ ❛✉ ❞r♦♥❡ ♣❛r ❧✐❛✐s♦♥ ❲✐✲❋✐✳

▲❡ ❞r♦♥❡ ❡st éq✉✐♣é ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛♣t❡✉rs✱ à ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ✉♥ ❝❛♣t❡✉r à ✉❧tr❛s♦♥s s✐t✉é
s♦✉s ❧❡ ❞r♦♥❡ ❡t ♣♦✐♥t❛♥t ✈❡rs ❧❡ s♦❧✱ ✉♥ ❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡ tr✐✲❛①❡ ✭♠❡s✉r❛♥t s✉✐✈❛♥t tr♦✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✮✱ ✉♥ ❣②r♦♠ètr❡ tr✐✲❛①❡✱ ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ●P❙✱ ✉♥ ♠❛❣♥ét♦♠ètr❡ tr✐✲❛①❡ ❡t ❞❡✉① ❝❛♠ér❛s ♣♦✐♥t❛♥t ❧✬✉♥❡
✈❡rs ❧✬❛✈❛♥t ❞✉ ❞r♦♥❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ✈❡rs ❧❡ s♦❧✳

◗✶✳ ❈♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡s ❡t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ré♣♦♥s❡ ❡♥ r❡♥✲
s❡✐❣♥❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs✱ ❧❡s ♥♦♠s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐
♠❛♥q✉❡♥t ✭✾ ❝❛s❡s✮✳

✶✳✷ ❖❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡st ❞✬ét❛❜❧✐r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r s✉r ❧❡ ♠✐❝r♦❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡
❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✉♥❡ ❛❧t✐t✉❞❡✱ ✉♥ ❝❛♣ ✭❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✈❛♥t ❞✉ ❞r♦♥❡ ♣❛r

✶



r❛♣♣♦rt ❛✉ ◆♦r❞✮ ❡t ✉♥❡ ❛ss✐❡tt❡ ✭❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦✉❧✐s ❡t ❛♥❣❧❡ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡✮ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡ ❝❛❤✐❡r ❞❡s
❝❤❛r❣❡s ♣❛rt✐❡❧ ❞é✜♥✐ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸ ❡t ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶ ❡t s✬② ♠❛✐♥t❡♥✐r✳

Quadrirotor

Zone à explorer Pilote

EnvironnementÉnergie
FS4

FS1

FS2

FS3

❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞❡s ✐♥t❡r✲❛❝t❡✉rs

P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡ ét✉❞✐é s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❛♣rès ❡t ✐❧❧✉stré❡
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳

Système

Chargement

Capteur Réponse

Système

Milieu extérieur

Solveur Résultat

Domaine de validité

Domaine de validité

Domaine physique, de mesure

Domaine virtuel, de simulation

Proposer un 
passage dans 
le domaine 
virtuel, en 

s'appuyant sur 
la réponse 
observée

Écart

❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈✐❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ✿
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❞❡s ♠❡s✉r❡s s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ré❡❧✱ ❡t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✈✐rt✉❡❧ ♦ù ❧✬♦♥ ré❛❧✐s❡ ❞❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ✈✐rt✉❡❧ ✭❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ♥✉♠ér✐q✉❡✱✳✳✳✮ ❝❡♥sé r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡
ré❡❧✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❝❛r ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
ré❡❧s ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❞✉ ♠✐❧✐❡✉
❡①tér✐❡✉r✳ ▲❡ s♦❧✈❡✉r ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡t q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t❡ s✐ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ré♣♦♥s❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✈✐rt✉❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❛♥t
❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❡t ❞❡ ❧❡ t❡st❡r s✉r ❧❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ s②stè♠❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛✉
❞♦♠❛✐♥❡ ✈✐rt✉❡❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

▲❡ s✉❥❡t ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✺ ♣❛rt✐❡s ✿
• ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❀
• ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❀
• ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❀
• ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❝❛♣ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❀
• ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛ss✐❡tt❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r✳

✷



❯♥❡ s②♥t❤ès❡ ❝♦♥❝❧✉r❛ ❧✬ét✉❞❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐té❡s sé♣❛ré♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡
s✉✐✈r❡ ❧❡ q✉❡st✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé✳

▲✬❛♥♥❡①❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡♠❛♥❞é❡s✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳

❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❈r✐tèr❡s ◆✐✈❡❛✉①

❋❙✶ ✿ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ ♣✐❧♦t❡
❞✬❡①♣❧♦r❡r ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ♦✉ ♥♦♥

❱♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
❉r♦♥❡ ♠❛✐♥t❡♥✉ à ❧✬❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ à ❛❧✲
t✐t✉❞❡ ❡t ❝❛♣ ❝♦♥st❛♥ts

❆❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
• ❊rr❡✉r st❛t✐q✉❡
• ❉é♣❛ss❡♠❡♥t
• ❚❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ à ✺✪

• ❆✉❝✉♥❡
• ❁ ✶✵✪
• ❁ ✵✱✽ s

❈❛♣ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
• ❊rr❡✉r st❛t✐q✉❡
• ❉é♣❛ss❡♠❡♥t
• ❚❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ à ✺✪

• ❆✉❝✉♥❡
• ❁ ✶✺✪
• ❁ ✶ s

❆♥❣❧❡s ❞❡ r♦✉❧✐s ❡t ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ré✲
❢ér❡♥❝❡

❁ ✶✵◦

P♦s✐t✐♦♥ ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ◆♦♥ s♣é❝✐✜é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡

❋❙✷ ✿ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ ♣✐❧♦t❡
❞✬✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ❧❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r

❊♥✈♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛✉ ❞r♦♥❡ ❞✬✉♥ ❝❛♣✱
❞✬✉♥❡ ❛❧t✐t✉❞❡✱ ❞✬✉♥❡ ❛ss✐❡tt❡ ❞❡ ré✲
❢ér❡♥❝❡

❘é❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
• ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✈♦❧
• ✐♠❛❣❡ ❡t ✈✐❞é♦ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

❋❙✸ ✿ rés✐st❡r
à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s P♦ss✐❜❧❡s

❋❙✹ ✿ êtr❡ ❛❧✐♠❡♥té ❡♥
é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr✐q✉❡

❉✉ré❡ ❞❡ ✈♦❧ ✶✵ ♠✐♥✉t❡s

❚❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛tt❡r✐❡ ✾✵ ♠✐♥✉t❡s

❚❛❜❧❡ ✶ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡t ❝❛❤✐❡r ❞❡s ❝❤❛r❣❡s

✷ ❋❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ✈ér✐✜❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧❡s q✉✬✉♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱
❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞✉ ❞r♦♥❡✱ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛tt❡r✐❡ ❡t ❞✉ ❝❛❤✐❡r ❞❡s ❝❤❛r❣❡s à r❡s♣❡❝t❡r✳

✷✳✶ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

✷✳✶✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞❡s ❞✐sq✉❡s s✉st❡♥t❛t❡✉rs

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❣❧♦❜❛❧ ✭s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é ✏t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❞✐sq✉❡s s✉st❡♥t❛t❡✉rs✑✮✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉✬✉♥❡
❤é❧✐❝❡ t♦✉r♥❡ très ✈✐t❡ ✭q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ t♦✉rs ♣❛r ♠✐♥✉t❡✮✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧✬❤é❧✐❝❡ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥ ❞✐sq✉❡ D à tr❛✈❡rs ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ✢✉✐❞❡ s✉♣♣♦sé ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ~v1 = −V1~z
✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❞✐sq✉❡ D✳ ❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît ❡♥tr❡ ❧✬❛♠♦♥t ❡t ❧✬❛✈❛❧ ❞✉ ❞✐sq✉❡✳
❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❡st ♥♦té❡ p✱ ❝❡❧❧❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❡st ♥♦té❡ p+∆p✳
❖♥ ♥♦t❡ F ❧❛ rés✉❧t❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉ ❞✐sq✉❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐r s✉r ❧✬❤é❧✐❝❡✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ t✉❜❡ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬❤é❧✐❝❡ ❡♥ r♦t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ✉♥ é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ♦✉ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❞✉ t✉❜❡ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t✳ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ à ❧✬✐♥✜♥✐
❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ❡♥ ❛✈❛❧ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ p0✳ ❖♥ ♥♦t❡ ~v2 = −V2~z ❧❛ ✈✐t❡ss❡
s✉♣♣♦sé❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✉ t✉❜❡ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❡t ~v0 = −V0~z ❝❡❧❧❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ✭q✉✐ ❡st

✸



❧✬♦♣♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛s❝❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❞r♦♥❡✮✳ ❖♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❡s t♦✉r❜✐❧❧♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✐❧ ♥✬②
❛ ♣❛s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❤♦rs ❞❡ ❧❛ ✈❡✐♥❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡✳ ▲❡ ❞é❜✐t ♠❛ss✐q✉❡ ❡st ♥♦té Q = ρS1V1 ❛✈❡❝ S1 ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞✉
❞✐sq✉❡ D ❡t ρ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐r✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡s❛♥t❡✉r ❡st ♥é❣❧✐❣é❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ Pair ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❛✐r à ❧✬❤é❧✐❝❡✳

Section S
0

Section S
1

Section S
2

p

p+Δp

p
0

p
0

z⃗
F

v⃗
0

v⃗
1

v⃗
2

❋✐❣✉r❡ ✺ ✕ P❛r❛♠étr❛❣❡ ❞✉ t✉❜❡ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥s✐❞éré

◗✷✳ P❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r à ❧❛ ✈❡✐♥❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡✱ ét❛❜❧✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ F ✱ Q✱ V0 ❡t V2✳
❏✉st✐✜❡r ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡✐♥❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ ✭r❛♣♣♦rt S0 s✉r S2✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r❝❡ F ♣♦s✐t✐✈❡✳

◗✸✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ s✉r ❧❛ ✈❡✐♥❡ ✢✉✐❞❡✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ r❡❧✐❛♥t
Pair✱ Q✱ V2 ❡t V0✳

◗✹✳ ❊♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ Pair ✱ F ❡t V1 ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱
❞ét❡r♠✐♥❡r V1 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ V2 ❡t V0✳

◗✺✳ ❖♥ ♣♦s❡ Vf = V1 − V0 ✭❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡✮✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ F
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Vf ✱ V0✱ ρ✱ ❡t S1✳

◗✻✳ ▼♦♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ q✉❡ Pair = KF
3

2 ✱ ♦ù ❧✬♦♥ ♣ré❝✐s❡r❛ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ K ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ρ ❡t S1✳

✷✳✶✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧ ❞✬❛❝t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ Pair ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ F ✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧ ❞✬❛❝t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐r s✉r ✉♥❡ ♣❛❧❡✳

▲✬❤é❧✐❝❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té Gi ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ✷ ♣❛❧❡s s②♠étr✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ (Gi,
−→z ) ✭✈♦✐r

✜❣✉r❡ ✻✮✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣❛s à ❣❛✉❝❤❡ ♦✉ à ❞r♦✐t❡✱ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛s ❞✬✉♥❡ ✈✐s✳ ❖♥ ♥♦t❡ α ❧✬❛♥❣❧❡
❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ ❝♦r❞❡ ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡t ❛♥❣❧❡ ❡st ♣♦s✐t✐❢
♣♦✉r ✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ ❞❡ ♣❛s à ❞r♦✐t❡✳ ▲✬❤é❧✐❝❡✱ ♠♦♥té❡ s✉r ❧❡ ❞r♦♥❡✱ ❡st ❡♥ r♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛①❡ (Gi,

−→z ) ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
❝♦r♣s ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs −→x ❡t −→y s♦♥t ❧✐és ❛✉ ❞r♦♥❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs −→xi ❡t −→yi s♦♥t ❧✐és à
❧✬❤é❧✐❝❡✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ −→z ❡t −→zi s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉s✳ ▲✬❛♥❣❧❡ ❢♦r♠é ♣❛r −→x ❡t −→xi ❡st ♥♦té θi = (−→x ,−→xi)✳ ❖♥ ♥♦t❡
ωi =

∣∣dθi
dt

∣∣ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦r♣s ❞✉ ❞r♦♥❡✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛❧❡✱ ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ✐♥✜♥✐tés✐♠❛✉①
−→
dP ❡t

−→
dT q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❧❛ ♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ❧❛ tr❛î♥é❡ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés✉❧t❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐r s✉r ❧❛ s❡❝t✐♦♥

✹



❞r♦✐t❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♣♦✉ssé❡ C ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬é❝r✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

−→
dP = s❣♥(α)s❣♥(V )Cz(λ)V

2dλ−→z
−→
dT = −s❣♥(V )Cy(λ)V

2dλ−→yi

♦ù
•

−→
V = V−→yi ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣♦✐♥t C ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♣♦✉ssé❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞r♦✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛✐r t❡❧

q✉❡
−−→
GiC = λ−→xi ❛✈❡❝ r1 < λ < r2✱ r1 ❡t r2 ét❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡

❞✉ ♣♦✐♥t C ❞❡ ❧❛ ♣❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à Gi ❀
• s❣♥(.) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✏s✐❣♥❡✑✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s❣♥(α) = 1 s✐ α > 0 ❡t s❣♥(α) = −1 s✐ α < 0 ❀
• Cz(λ) ❡t Cy(λ) s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ♣♦rt❛♥❝❡ ❡t tr❛î♥é❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✭❡t ❞♦♥❝

❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ λ✮ ❝❛r ❧❛ ❝♦r❞❡ ❡t ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳

❖♥ ♥♦t❡ {Tair→helice} =

{−→
F
−→
M

}

Gi

❧❡ t♦rs❡✉r ❞✬❛❝t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r s✉r ❧✬❤é❧✐❝❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡

❣r❛✈✐té Gi ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❢❛✐t❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ V ✭V > 0 ♦✉ V < 0 s✉✐✈❛♥t ❧❡ s❡♥s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝❡✮

❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ |V | = λωi✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡
❥✉st✐✜❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❤é❧✐❝❡s ❡st très é❧❡✈é❡✳

Corde

dT
P

z⃗

G
i

Cy⃗ i

x⃗ i

x⃗θi

y⃗

z⃗

x⃗ i
y⃗ i

Incidenceα

Intrados

Extrados Bord de
fuite

Bord 

d'attaque

d⃗P

d⃗T
C

θi

V⃗

❋✐❣✉r❡ ✻ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ ❡t ③♦♦♠ s✉r ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛❧❡

◗✼✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡
−→
F = F~z = s❣♥(α)s❣♥(V )aω2

i
−→z ❡t

−→
M = M~z = −s❣♥(V )bω2

i
−→z ✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ❧❡s

❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té a ❡t b✱ ❝❤❛❝✉♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡
s✐♠♣❧❡✱ s❛♥s ❝❤❡r❝❤❡r à ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r✳

◗✽✳ ■♥❞✐q✉❡r✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✱ q✉❡❧ ❡st ❧❡ ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré ✭à ❞r♦✐t❡ ♦✉ à ❣❛✉❝❤❡✮
❡t ✐♥❞✐q✉❡r✱ ❡♥ ❥✉st✐✜❛♥t s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t✱ ❧❡ s❡♥s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ✭❤♦r❛✐r❡ ♦✉ ❛♥t✐❤♦r❛✐r❡✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣♦rt❛♥❝❡s ❡t tr❛î♥é❡s ❞❡ss✐♥é❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳

✺



◗✾✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ ❞❡ ♣❛s ✐♥✈❡rsé ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❤é❧✐❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✐♥❞✐q✉❡r ❝❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡
♠♦❞✐✜é ♣♦✉r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦✉ssé❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❛s❝❡♥❞❛♥t❡✳

◗✶✵✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ✹ ❤é❧✐❝❡s ❞✉ ❞r♦♥❡ ✭❞❡ ♣❛s à ❞r♦✐t❡ ♦✉ à ❣❛✉❝❤❡✮ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à ❧❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❡♥
✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❞♦♥♥❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ t♦rs❡✉r ❞✬❛❝t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬❛✐r s✉r ✉♥❡ ❤é❧✐❝❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ a✱ b✱ ωi ❡t εi✱ ♦ù εi = 1 ✭r❡s♣✳ −1✮ s✐ ❧✬❤é❧✐❝❡ t♦✉r♥❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❤♦r❛✐r❡ ✭r❡s♣✳
❛♥t✐❤♦r❛✐r❡✮✳

◗✶✶✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Pair ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✐r s✉r ✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ ❡♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
F ❡t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a ❡t b ♣✉✐s ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❞✐sq✉❡s s✉st❡♥t❛t❡✉rs✳

✷✳✷ P❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛tt❡r✐❡

▲❛ ❜❛tt❡r✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❛✉ ▲✐t❤✐✉♠ P♦❧②♠èr❡ ✭▲✐P♦✮✳ ❊❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♠❛ss✐q✉❡ Cmass ❡t ✉♥❡
♠❛ss❡ m′✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉❡ à ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r s✉r ✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ ❡♥

r♦t❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ Pair = KF
3

2 =
(
F
K′

) 3

2 ♦ù F ❡st ❧❛ ♣♦✉ssé❡ ❡①❡r❝é❡ ♣❛r ❧✬❛✐r s✉r ❧✬❤é❧✐❝❡ ❡t K ′

✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ K ′✱ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❡rt❡s✱ ❡st
❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳

▲❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t éq✉✐♣é ✭♠♦t❡✉rs✱ ❤é❧✐❝❡s✱ ❝❛rt❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❝❛♣t❡✉rs✱ ❜❛tt❡r✐❡✱ ❡t❝✮ ❡st
♥♦té❡ M ✳ ▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡s❛♥t❡✉r ❡st ♥♦té❡ g✳

◗✶✷✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ❞r♦♥❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥✉ ❡♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ✈♦❧ ❡t q✉❡
t♦✉t❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❜❛tt❡r✐❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❛ ♣♦rt❛♥❝❡✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞✉ré❡
❞✉ ✈♦❧✳ ❈♦♥❝❧✉r❡ q✉❛♥t ❛✉ r❡s♣❡❝t ♦✉ ♥♦♥ ❞✉ ❝❛❤✐❡r ❞❡s ❝❤❛r❣❡s✳

✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❞r♦♥❡
❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s é❧❡❝tr♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡s ✹ ♠♦t❡✉rs✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ q✉✐ s❡r♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✸✳✶ ▼♦❞è❧❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ ❞r♦♥❡

❯♥ s❝❤é♠❛ s✐♠♣❧✐✜é ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❡st ❞♦♥♥é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ s♦♥t ❞é❝r✐ts ❝✐✲❛♣rès✳

O

G
1

G
2

G
3

G
4

G

x⃗

y⃗
z⃗

x⃗
1

x⃗
2

x⃗
3

x⃗
4

g⃗

x⃗
0

y⃗
0

z⃗
0

O
0

❋✐❣✉r❡ ✼ ✕ ❙❝❤é♠❛ s✐♠♣❧✐✜é ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r

✻



P❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❖♥ ❛ss♦❝✐❡ ✿
• ❧❡ r❡♣èr❡ R0 = (O0,

−→x0,
−→y0,

−→z0) ❛✉ s♦❧ ♥♦té S0 s✉♣♣♦sé êtr❡ ✉♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❣❛❧✐❧é❡♥ ❀
• ❧❡ r❡♣èr❡ R = (O,−→x ,−→y ,−→z ) ❛✉ ❝♦r♣s ❞✉ ❞r♦♥❡ ♥♦té S✱ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ Gs✳ ▲❡s ❛①❡s −→x ❡t −→y s♦♥t

❞✐r✐❣és s❡❧♦♥ ❧❡s ❜r❛s ❞✉ ❞r♦♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✱ ❧✬❛①❡ −→x ét❛♥t ❞✐r✐❣é ✈❡rs ❧✬❛✈❛♥t ❞✉ ❞r♦♥❡ ❀
• ❧❡ r❡♣èr❡ Ri = (Gi,

−→xi ,
−→yi ,

−→z ) à ❝❤❛q✉❡ ❤é❧✐❝❡ ♥♦té❡ Si✱ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ Gi ❛✈❡❝ i ∈ {1,2,3,4}✳ O ❡st ❧❡

❝❡♥tr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡s ✹ ❤é❧✐❝❡s✳ ❆✐♥s✐
−−→
OG1 = −

−−→
OG3 = l−→x ❡t

−−→
OG2 = −

−−→
OG4 = l−→y ✳

❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs
−−→
GsO = h−→z ✳ ❖♥ ♥♦t❡ G ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E =

{
S
⋃i=4

i=1
Si

}
✳

P❛r❛♠ètr❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s
• ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦r♣s S ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s♦❧ S0 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t♦rs❡✉r ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡

{
VS/S0

}
=

{ −→
ΩS/S0

−→
V G,S/S0

}

G

♦ù
−→
ΩS/S0

=
−→
Ω = p−→x + q−→y + r−→z ❡t

−→
V G,S/S0

=
−→
V = u−→x + v−→y + w−→z ✳

• ❈❤❛q✉❡ ❤é❧✐❝❡ ❡st ❡♥ ❧✐❛✐s♦♥ ♣✐✈♦t ❞✬❛①❡ (Gi,
−→z ) ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦r♣s ❞✉ ❞r♦♥❡ S ✳ ❖♥ ♣♦s❡ θi = (−→x ,−→xi) =

(−→y ,−→yi ) ♣♦✉r i ∈ {1,2,3,4} ✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs
−→
ΩSi✴S = εiωi

−→z ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝❡ Si ♣❛r
r❛♣♣♦rt à S ✱ ❛✈❡❝ ωi ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❤é❧✐❝❡ ❡t εi = ±1 ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡♥s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❤é❧✐❝❡ ✭❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝❡✮✳

P❛r❛♠ètr❡s ❝✐♥ét✐q✉❡s

▲❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r E =
{
S
⋃i=4

i=1
Si

}
❡st ♥♦té❡ M ✳

▲❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ Si ❡st mi = m ✭s✉♣♣♦sé❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✹ ❤é❧✐❝❡s✮✳
▲❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ❝♦r♣s S ❡st ♥♦té❡ ms✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♥❡rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s S ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❣❧♦❜❛❧ G ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ R ✿

IG(S) =




A −D −E

−D B −F

−E −F C



R

• ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ Si ❛✉ ♣♦✐♥t Gi ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ Ri ✱ i ∈ {1,2,3,4} ✿

IGi
(Si) =




Ai 0 0

0 Bi 0

0 0 Ci



Ri

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s
▲❡ ❞r♦♥❡ ❡st s♦✉♠✐s à ✿
• ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡s❛♥t❡✉r ❞♦♥t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡st ♥♦té❡ −→g = −g−→z 0✱
• ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r s✉r ❝❤❛q✉❡ ❤é❧✐❝❡ Si ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✿

{❚air→Si
} =

{ −→
F i = aωi

2−→z
−→
M i(Gi) = −bεiωi

2−→z

}

Gi

✱ ❛✈❡❝ εi = ±1 s❡❧♦♥ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ a ❡t b s♦♥t

❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❀
• ❧❡s ❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✐♥tér✐❡✉r❡s ❛✉① ♠♦t❡✉rs ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ r♦t♦r ❧✐é à ✉♥❡

❤é❧✐❝❡
−→
Γ i = εiΓi

−→z ✱ ♦ù ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ Γi ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✐t✐❢✳

◗✶✸✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❣❧♦❜❛❧
−−→
OG✳ ❙✐♠♣❧✐✜❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✱ ❡♥ ❥✉st✐✜❛♥t

s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ S✳ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡ ❞✉ s✉❥❡t✳

✸✳✶✳✶ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❞r♦♥❡

◗✶✹✳ ■s♦❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ E =
{
S
⋃i=4

i=1
Si

}
❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t

s♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ◆❡ ♣❛s ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❧❡s t❡r♠❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ~δ(G,E/S0) ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ●

❞❡ E ♣❛r r❛♣♣♦rt à S0 ❡t
−→
RD(E/S0) ❧❛ rés✉❧t❛♥t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ E ♣❛r r❛♣♣♦rt à S0✳

◗✶✺✳ ❙✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭❧❡ r❡♣èr❡ R ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥❢♦♥❞✉ ❛✈❡❝ R0✮✳
❉ét❡r♠✐♥❡r✱ ❡♥ ❧❡ ❥✉st✐✜❛♥t✱ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ εi ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❛s ✲ à ❣❛✉❝❤❡ ♦✉ à ❞r♦✐t❡ ✲ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❤é❧✐❝❡✮ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ε1 = 1 ❡t ε3 = 1 ✭♣❛s à ❞r♦✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❤é❧✐❝❡s S1 ❡t S3✮✳ ▼♦♥tr❡r ❛❧♦rs
q✉❡ ωi = ω ♣♦✉r i ∈ {1,2,3,4} ♦ù ❧✬♦♥ ♣ré❝✐s❡r❛ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ω ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ M ✱ g ❡t a✳ ❋❛✐r❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

✼



✸✳✶✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝✐♥ét✐q✉❡s

◗✶✻✳ ❈❛❧❝✉❧❡r −→σ (Gi,Si✴S0) ♠♦♠❡♥t ❝✐♥ét✐q✉❡ ❡♥ Gi ❞❡ Si ♣❛r r❛♣♣♦rt à S0 ❡t ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❛
❜❛s❡ ❞✉ r❡♣èr❡ R✳

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❞❡ −→σ (Gi,Si✴S0) s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ Ti ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤é❧✐❝❡✳

◗✶✼✳ ❏✉st✐✜❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ −→σ (Gi,Si✴S0)✱ ♥♦té❡
〈−→σ (Gi,Si✴S0)〉✱ s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ Ti ❡st é❣❛❧❡ à Irp

−→x + Irq
−→y + Jr(r + εωi)

−→z ✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ❧❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ Ir ❡t Jr ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ IGi

(Si).

❯♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥t ❝✐♥ét✐q✉❡ ❡♥ G ❞❡ E
♣❛r r❛♣♣♦rt à S0 ❡st 〈−→σ (G,E✴S0)〉 = Ip−→x + Iq−→y + Jr−→z +

∑i=4

i=1
Jrεiωi

−→z ♦ù I ❡t J s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ Ir✱ Jr ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ❝✐♥ét✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s ❧♦rs ❞✉ ♣❛r❛♠étr❛❣❡✳

❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❝❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥❢♦♥❞❛♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s s✉r ✉♥❡
♣ér✐♦❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞é✜♥✐❡s à ❧✬✐♥st❛♥t t✳

◗✶✽✳ ❉é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐s♦❧❡♠❡♥t ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✻
éq✉❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s ♣r♦❥❡té❡s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ r❡♣èr❡ R✳ ▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡s❛♥t❡✉r s❡r❛ ♥♦té❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ −→g = g1

−→x + g2
−→y + g3

−→z ♦ù g1✱ g2 ❡t g3 s❡r♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ s✉❥❡t✳

◗✶✾✳ ❊♥ ✐s♦❧❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❤é❧✐❝❡ Si✱ ❞♦♥♥❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s
❞❡s ❝♦✉♣❧❡s Γi✳

▲❡s ✻✰✹ éq✉❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s ❞é✜♥✐❡s ❛✉① ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❞r♦♥❡✳
❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ét❛♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ ✐❧ ❡st s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❧✐♥é❛r✐s❡r ❛✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❞r♦♥❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ à ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞♦♥♥❡
❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① très s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞r♦♥❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t
q✉❡

• ωi = ω + ω̃i ♦ù ω̃i ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ω✱ ω̃i

ω ét❛♥t ✉♥
✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣❡t✐t ❞✬♦r❞r❡ ✶ ✭♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥é❣❛t✐❢✮✱

• ❧❡s q✉❛♥t✐tés u✱ v✱ w✱ p✱ q✱ r s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s ❡t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣❡t✐ts ❞✬♦r❞r❡ ✶ ✭❞❡✈❛♥t
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♣❛❧❡s✮✳

❆✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞r♦♥❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❛♥❣❧❡s ❞é❝r✐ts s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✱ ♦ù ψ ❡st ❛♣♣❡❧é ✏❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛❝❡t✑✱ θ ✏❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦✉❧✐s✑ ❡t ϕ ✏❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡✑✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té G ❞✉ ❞r♦♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s♦❧ ✿
−−→
O0G = x−→x 0 + y−→y 0 + z−→z 0✳

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ θ ❡t ϕ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥✜♥✐♠❡♥ts ♣❡t✐ts ❞✬♦r❞r❡ ✶✳ ❖♥
♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ✿ θ̇ = q✱ ϕ̇ = p ❡t ψ̇ = r✳

❆✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ❢❛✐t❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ψ ♥♦té❡ ψ✱ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❧✐♥é❛r✐sé ❧❡
s②stè♠❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ✿

u = cos(ψ)ẋ+ sin(ψ)ẏ

v = − sin(ψ)ẋ+ cos(ψ)ẏ

w = ż

❖♥ ♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❤é❧✐❝❡s ✿ Γi = Γi + Γ̃i✱ ♦ù Γ̃i ❡st ❧❛
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ♠♦t❡✉r ✭✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣❡t✐t ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❞❡✈❛♥t Γi✮ ❛✉t♦✉r ❞❡ Γi✱ ❝♦✉♣❧❡ ♠♦t❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
❛ss✉r❡r ❧❡ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❛✉t♦✉r ❞✉q✉❡❧ s❡ ❢❛✐t ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s✳

✽



x⃗
0

y⃗
0

z⃗
0

x⃗ l

z⃗

y⃗

x⃗

ψ

ψ

θ

θ
ϕ

ϕ y⃗ l

z⃗l

x⃗ ls

x0

y⃗ ls

y0

z⃗
0
= z⃗ ls

ψ

y⃗ l

y⃗ ls

z⃗l

z⃗ ls

x⃗ ls= x⃗l

z⃗

z⃗ l

x⃗

x⃗ l

y⃗ l= y⃗

ϕ

θ

❋✐❣✉r❡ ✽ ✕ P❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞r♦♥❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡

◗✷✵✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ét❛❜❧✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧✐♥é❛r✐sé❡s à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❜♦✉t✐r ❛✉① s♦✉s✲
s②stè♠❡s ❞é✜♥✐s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✭♦♥ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡r❛ ♣❛s à rés♦✉❞r❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✮✳ ■♥❞✐q✉❡r ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❞r♦♥❡✳

❙♦✉s✲s②stè♠❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✭♥♦té SSL✮

u̇ = gθ

Iq̇ = 2alω(ω̃3 − ω̃1)

Jr( ˙̃ω3 − ˙̃ω1) = Γ̃3 − Γ̃1 − 2bω(ω̃3 − ω̃1)

❙♦✉s✲s②stè♠❡ ❧❛tér❛❧ ✭♥♦té SSl✮

v̇ = −gϕ

Iṗ = 2alω(ω̃2 − ω̃4)

Jr( ˙̃ω2 − ˙̃ω4) = Γ̃2 − Γ̃4 − 2bω(ω̃2 − ω̃4)

❙♦✉s✲s②stè♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭♥♦té SSv✮

ẇ = (2ω
a

M
)
i=4∑

i=1

ω̃i

Jr

i=4∑

i=1

˙̃ωi =
i=4∑

i=1

Γ̃i − 2bω
i=4∑

i=1

ω̃i

❙♦✉s✲s②stè♠❡ ❞❡ ❝❛♣ ✭♥♦té SSc✮

(J − 4Jr)ṙ = −
i=4∑

i=1

εi
(
Jr ˙̃ωi + 2bωω̃i

)

❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❤é❧✐❝❡s
❞♦✐✈❡♥t é✈♦❧✉❡r ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥é✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✐❧❧✉strés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾ ✭❝❛s ♥✉♠ér♦tés ✶ à ✹✮✳

◗✷✶✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ˙̃ωi = 0 ✭ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✮ ❡t ❡♥ s✬❛✐❞❛♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ✐♥❞✐q✉❡r ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾ ❝♦♠♠❡♥t ❞♦✐t ♦♥ ❞é✜♥✐r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ω̃i ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✳ Pré❝✐s❡r q✉❡❧s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✳

✾



x⃗
y⃗

z⃗ S
1

S
2

S
3

S
4

Cas 1 : translation verticale Cas 2 : translation longitudinale

Cas 3 : translation latérale Cas 4 : rotation propre autour de 
l'axe vertical (lacet ou pivotement)

x⃗
y⃗

z⃗ S
1

S
2

S
3

S
4

x⃗
y⃗

z⃗ S
1

S
2

S
3

S
4

x⃗
y⃗

z⃗ S
1

S
2

S
3

S
4

❋✐❣✉r❡ ✾ ✕ ▼♦✉✈❡♠❡♥ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r

✸✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠♦t❡✉rs

❈❤❛q✉❡ ❤é❧✐❝❡ ❡st ♠♦♥té❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ r♦t♦r ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ♠♦t❡✉r à ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ♠♦t❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sés ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s s✐♠♣❧✐✜é❡s q✉✐
❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡s ♠♦t❡✉rs s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

ui = RmIi + Lm
dIi
dt

+Kmωi

Γi = KmIi

Jrω̇i = Γi − bωi
2

♦ù ωi ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝❡✱ ui ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t❡✉r✱ Γi ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♠♦t❡✉r✱ Rm
❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r♥❡✱ Lm ❧✬✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❡t Km ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭Jr ❡t b s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝❡✱ ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✮✳

❖♥ ét✉❞✐❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ui = ui + ũi✱ ♦ù ũi ❡st ❧❛
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦t❡✉r ❛✉t♦✉r ❞❡ ui✱ t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦t❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
❚♦✉s ❧❡s ♠♦t❡✉rs ét❛♥t s✉♣♣♦sés ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ♦♥ ♣♦s❡ ui = u✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♥ ♥♦t❡ ωi = ω + ω̃i ❡t
Γi = Γi + Γ̃i✳

◗✷✷✳ ❉♦♥♥❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ u ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ω ❡t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Rm✱ Km ❡t b✳

◗✷✸✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ω = 375 rad.s−1✱ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ Ubatt ❞é❧✐✈ré❡ ♣❛r ❧❛ ❜❛tt❡r✐❡✳

◗✷✹✳ ❉é❞✉✐r❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ ♠♦t❡✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧❛♥t Γ̃i✱ ũi ❡t ω̃i✳ ▲✐♥é❛r✐s❡r é❣❛❧❡♠❡♥t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❡❧✐❛♥t ω̃i ❡t s❛ ❞ér✐✈é❡ à Γ̃i✳

✶✵



◗✷✺✳ ❉♦♥♥❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡ τel ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Rm ❡t Lm ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡ τm ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Jr✱ b ❡t ω̄✳ ❋❛✐r❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

◗✷✻✳ ❏✉st✐✜❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ é❝r✐r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦t❡✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Jr ˙̃ωi = (ũi −Kmω̃i)
Km

Rm
− 2bωω̃i

✹ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❣râ❝❡ à ✉♥ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ zref ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ s♦♥❛r ✭❝❛♣t❡✉r à ✉❧tr❛s♦♥✮ s✐t✉é s♦✉s
❧❡ ❞r♦♥❡ ❡t ♣♦✐♥t❛♥t ✈❡rs ❧❡ s♦❧✳

✹✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲s②stè♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧ SSv ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷✵ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r ❞é✜♥✐❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷✻✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ w = ż ❛✈❡❝ w ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛s❝❡♥s✐♦♥ ❡t z ❧✬❛❧t✐t✉❞❡
❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞✉ ❞r♦♥❡✳ ❖♥ ♣♦s❡ uz =

∑i=4

i=1
ũi ❡t ♦♥ ♥♦t❡ Z(s) ❡t Uz(s) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s

❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ z ❡t uz✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡st ♥♦té❡ s✳

◗✷✼✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡

Vz(s) =
Z(s)

Uz(s)
=

αz
s2(s+ βz)

♦ù ❧✬♦♥ ♣ré❝✐s❡r❛ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ αz ❡t βz ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Rm✱ Km✱ b✱ a✱ M ✱ Jr ❡t ω✳

✹✳✷ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡

❆✜♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❞✉ ❞r♦♥❡✱ ♦♥ ✜①❡ ✉♥ s♦♥❛r s♦✉s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡
s♦♥❛r r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✮✳

Émetteur

Récepteur

❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✕ ❙♦♥❛r ❙❘❋✶✵ ❞❡ ❉❡✈❛♥t❡❝❤

❯♥ t❡❧ s♦♥❛r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
• ✉♥ s②stè♠❡ é♠❡t ✉♥ s✐❣♥❛❧ q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ vs ❝♦♥♥✉❡ ❀
• ✉♥ s②stè♠❡ r❡ç♦✐t ❝❡ s✐❣♥❛❧ ❀
• ✉♥ s②stè♠❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ∆t ❡♥tr❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s✐❣♥❛❧✳

◗✷✽✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ❞r♦♥❡ ✈♦❧❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t à ❧✬❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧♦✐❣♥é❡ ❞✉
s♦❧✱ ♠♦♥tr❡r✱ ❡♥ ✈♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥ s❝❤é♠❛✱ ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ t❡❧ ❝❛♣t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❞✉
❞r♦♥❡ zmes✳ ❊①♣r✐♠❡r zmes ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ vs ❡t ∆t✳

✶✶



✹✳✸ ➱❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ é❧❛❜♦r❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ ❞r♦♥❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ zref ❡♥
t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ s♦♥❛r zmes✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ s♦♥❛r ❡st ♣❛r❢❛✐t❡✳

◗✷✾✳ ❘é❛❧✐s❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦rr❡❝t❡✉r Cz(s)✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❛❧t✐t✉❞❡
❞❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ zref ✳

◗✸✵✳ ❏✉st✐✜❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ✐♥st❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦rr❡❝t❡✉r Pr♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ♠❛✐s q✉✬✉♥ ❝♦rr❡❝t❡✉r
Pr♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧✲❉ér✐✈é ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Cz(s) = Kz(1 + τzs) ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡ st❛❜✐❧✐s❡r✳ ❉♦♥♥❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r
τz ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

◗✸✶✳ ■♥❞✐q✉❡r ♣♦✉rq✉♦✐ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉tôt ✉♥ ❝♦rr❡❝t❡✉r à ❛✈❛♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
Cz(s) = Kz

1+τzs
1+aτzs

♣❧✉tôt q✉✬✉♥ ❝♦rr❡❝t❡✉r Pr♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧✲❉ér✐✈é✳ Pré❝✐s❡r s✐ a < 1 ♦✉ a > 1✳

❆♣rès ré❣❧❛❣❡ ❞✉ ❝♦rr❡❝t❡✉r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡ à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶ ♣♦✉r ❧❡
s②stè♠❡ ❜♦✉❝❧é✳
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Réponse indicielle du sous−système vertical avec correcteur

❋✐❣✉r❡ ✶✶ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡ ❞✉ s♦✉s✲s②stè♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜♦✉❝❧é

◗✸✷✳ ❏✉st✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❡t r❛♣✐❞✐té ❞✉ ❝❛❤✐❡r ❞❡s ❝❤❛r❣❡s s♦♥t r❡s♣❡❝tés✳

✺ ❈♦♥trô❧❡ ❞✉ ❝❛♣ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ❝❛♣ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ✭❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✈❛♥t ❞✉ ❞r♦♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ ◆♦r❞✮✱ ❛♥❣❧❡ ♥♦té ψ✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❛♣ ❞❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ ψref ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞❡ ψ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛❣♥ét♦♠ètr❡ tr✐✲❛①❡✳

✺✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞❡ ❝❛♣

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞❡ ❝❛♣ SSc ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷✵ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r ❞é✜♥✐❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷✻✳ ❖♥ ♣♦s❡ uψ =

∑i=4

i=1
εiũi ❡t ωψ =

∑i=4

i=1
εiω̃i✳ ❖♥ ♥♦t❡ Ψ(s)✱

Uψ(s) ❡t Ωψ(s) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ψ✱ uψ ❡t ωψ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛❝❡t s♦♥t ✿

ψ̇ = r

(J − 4Jr)ṙ = −
i=4∑

i=1

εi
(
Jr ˙̃ωi + 2bωω̃i

)

Jr ˙̃ωi = (ũi −Kmω̃i)
Km

Rm
− 2bωω̃i

✶✷



◗✸✸✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡

❱ψ(s) =
Ψ(s)

Uψ(p)
= K0.

1 + τ1s

1 + τ2s
.
1

s2

♦ù ❧✬♦♥ ♣ré❝✐s❡r❛ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ K0✱ τ1 ❡t τ2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Km, Rm, Jr, J, b, ω✳

✺✳✷ ▼❡s✉r❡ ❞✉ ❝❛♣

❆✜♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞r♦♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ◆♦r❞✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♠❛❣♥ét♦♠ètr❡ tr✐✲❛①❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧✐é ❛✉ ❞r♦♥❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❡st ✜①é à ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♠❛❣♥ét♦♠ètr❡ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✷✮✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❝♦♥♥✉ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ t❡rr❡str❡✱ ✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛✈❛♥t ❞✉ ❞r♦♥❡ ❡t ❧❡ ◆♦r❞✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛❝❡t ψ
❞✉ ❞r♦♥❡✳

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠❛❣♥ét♦♠ètr❡ ♠♦♥♦✲❛①❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❡♥s✉✐t❡
❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ ♠❛❣♥ét♦♠ètr❡ tr✐✲❛①❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝❛♣✳

▲❡ ♠❛❣♥ét♦♠ètr❡ ♠♦♥♦✲❛①❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ♠❛❣♥ét♦✲✐♥❞✉❝t✐❢ ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✸✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r à r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭❝✐r❝✉✐t ❘▲✮ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ✿

• ✉♥❡ ❜♦❜✐♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ à ❣r❛♥❞❡ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ L ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ H ❝♦❧✐♥é❛✐r❡ à ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦❜✐♥❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ s✉♣♣♦sé❡
❝♦♥♥✉❡ L = f(H) ❀

• ✉♥ s②stè♠❡ ❛♣♣❡❧é ✧tr✐❣❣❡r ❞❡ ❙❝❤♠✐tt✧ ❞♦♥t ❧❛ s♦rt✐❡ Vs ♣❛ss❡ ❞❡ 0 ✈♦❧t à ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Vr
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❡♥tré❡ Ve ❛tt❡✐♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ Vb✱ ❡t ❞❡ Vr à 0 ✈♦❧t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❡♥tré❡
Ve ❛tt❡✐♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ Vh✳ ▲❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s Vr✱ Vb ❡t Vh s♦♥t ❝♦♥♥✉s ❡t t❡❧s q✉❡ Vr > Vh > Vb✳
▲✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ✐♥✜♥✐❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷ ✕ ▼❛❣♥ét♦♠ètr❡ ▼✐r❝r♦▼❛❣✸ ❞❡ P◆■

V
s

V
e
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H
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H
0

❋✐❣✉r❡ ✶✸ ✕ ❈✐r❝✉✐t é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
♠❛❣♥ét✐q✉❡

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❞❡ t②♣❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ✿ L = L0 exp(−
H2

σ2 ) ❛✈❡❝ H = H0 + Hext ♦ù ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡
Hext ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡①tér✐❡✉r✱ s✉♣♣♦sé ❝♦♥st❛♥t✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❡s✉r❡r ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ H0 ❡st ❝❡❧✉✐ ❝réé ♣❛r
❧❡ ❝♦✉r❛♥t ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧❛ ❜♦❜✐♥❡✳ ❈❡ ❝❤❛♠♣ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ H0 = k0〈I〉✱ k0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦♥♥✉❡
❡t 〈I〉 ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧❛ ❜♦❜✐♥❡✳ ▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s L0 ❡t σ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ Rb ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡✳

◗✸✹✳ ❚r❛❝❡r✱ ❡♥ ❧❡ ❥✉st✐✜❛♥t✱ ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ Vs✱ Ve ❡t I ❡♥ ré❣✐♠❡ ét❛❜❧✐✳

❯♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ét✉❞✐é ✐❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ T0 ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦rt✐❡ Vs✳

◗✸✺✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ T0 ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ T0 = L
Rb

K0✱
♦ù K0 s❡r❛ ❞♦♥♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Vr, Vh ❡t Vb✳

◗✸✻✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡ T0 ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ Hext✱ ❞♦♥t ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ T0, σ, Rb, k0,K0, L0, Vr, Vh, Vb✳

✶✸



❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ Rb ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ✉♥ ❝❛♣t❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ Rb ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
❝❡ q✉✐ ❞é❣r❛❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ Hext✳ P♦✉r s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠é❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ Rb✱ ✉♥ s❡❝♦♥❞ tr✐❣❣❡r
❞❡ ❙❝❤♠✐tt ❡st ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♣ré❝é❞❡♥t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✹✮✳ ❖♥ ❛❧t❡r♥❡ ❛❧♦rs ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
tr✐❣❣❡r ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ✐♥t❡rr✉♣t❡✉rs int ❡t int ❡t à ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞✬❤♦r❧♦❣❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞❛♥s ✉♥❡
❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭int = 1 ♦✉ int = 0✮✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✭Vs ♦✉ V ′

s ✮ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s
t❤❡r♠✐q✉❡s ét❛♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t é❧❡✈é❡s✱ ✐❧ ❡st ❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ Rb ❡st
❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉r❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝②❝❧❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✹ ✕ ❈✐r❝✉✐t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡

◗✸✼✳ ❏✉st✐✜❡r q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡①tér✐❡✉rHext ❡♥ s✬❛✛r❛♥❝❤✐ss❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Rb✳

▲❡ ♠❛❣♥ét♦♠ètr❡ tr✐✲❛①❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ✸ ♠❛❣♥ét♦♠ètr❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♠♦♥♦✲❛①❡ ♣❧❛❝és ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡
❛❧✐❣♥és s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❛①❡s ❞✉ r❡♣èr❡ (O, ~x, ~y, ~z) ❞✉ ❞r♦♥❡✳ ■❧ ♠❡s✉r❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡①tér✐❡✉r ❞❛♥s ❝❡

r❡♣èr❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❝♦♥♥✉ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡①tér✐❡✉r ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ t❡rr❡str❡✱ ~HT ✱ q✉✐ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❞❡
❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛①❡s ~x0 ❡t ~y0 ❞❡ R0✱ r❡♣èr❡ ✜①❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s♦❧ ✿ ~HT = HTx ~x0 +HTy ~y0✳

◗✸✽✳ ▲❡ ❞r♦♥❡ ✈♦❧❛♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t à ❧✬❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✱ ❥✉st✐✜❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♠♦♥t❡r à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡
❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛❝❡t ψmes ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ✷ ♠❛❣♥ét♦♠ètr❡s ♣❧❛❝és ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❛①❡s ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ❞✉ ❞r♦♥❡
(~x, ~y)✳

◗✸✾✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❛♣ ❛ ✉♥❡ ✜❛❜✐❧✐té ❧✐♠✐té❡✳ Pr♦♣♦s❡r ✉♥❡ r❛✐s♦♥ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✳

✺✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡

❯♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ Cψ(s) ❡st ✉t✐❧✐sé ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ ❞r♦♥❡ ♣✉✐ss❡ ❛tt❡✐♥❞r❡ s♦♥ ❝❛♣ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ψref
❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ψmes ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ♠❛❣♥ét♦♠ètr❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡✳

◗✹✵✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ✷ ♣rés❡♥t❡♥t ✹ ré♣♦♥s❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s à ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❡♥ é❝❤❡❧♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r
q✉❡❧❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❜♦✉❝❧é✳ ❏✉st✐✜❡r✱ s❛♥s ❝❛❧❝✉❧✱ ♣♦✉r ❧❡s
❛✉tr❡s ❝❛s ❧❛ r❛✐s♦♥ q✉✐ ✐♥✈✐t❡ à ❧❡s é❝❛rt❡r✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❢♦r♠✐té ♦✉ ♥♦♥ ❛✉ ❝❛❤✐❡r ❞❡s ❝❤❛r❣❡s✳

✻ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛ss✐❡tt❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❛ss✐❡tt❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦✉❧✐s
θ ❡t ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ϕ ❞✉ ❞r♦♥❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣♦✉✈♦✐r st❛❜✐❧✐s❡r ❧❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r à ❧✬❤♦r✐③♦♥t❛❧❡
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦✉❧✐s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ θref ❡t ❛♥❣❧❡ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ϕref ❞❡ 0◦✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥❡rt✐❡❧❧❡s s♦♥t ❡①♣❧♦✐té❡s✳

✶✹



❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦✉❧✐s✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ s❡r❛✐t ♠❡♥é
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❝♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❞❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛✉① ❡t ❧❛tér❛✉① ❞❡
❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷✵✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧❛
q✉❡st✐♦♥ ✷✵✱ ❝♦♠♣❧été❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✐♠♣❧✐✜é❡s ❞✉ ♠♦t❡✉r✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡❧✐❡r ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs θ ❡t q à
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❝❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ uθ✱ ♦ù ♦♥ ❛ ♣♦sé uθ = ũ3 − ũ1✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✬❡①♣r✐♠❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt Vθ(s) ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❡♥tré❡ uθ ❡t ❞❡✉① s♦rt✐❡s θ ❡t q✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s
❣r❛♥❞❡✉rs θ ❡t q s♦✐❡♥t ♠❡s✉ré❡s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡s ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
♠♦♥tr❡r❛✐t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦rr❡❝t❡✉r ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ Cθ(s) ❡t ❞✬✉♥ ❝♦rr❡❝t❡✉r à ❛✈❛♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ Cq(s)
♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ θref ✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝♦rr❡❝t❡✉rs s♦♥t s✐t✉é❡s ❞❛♥s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s✱
❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✺✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡♠❜❛rq✉és s✉r ❧❡ ❞r♦♥❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♣❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛♥❣❧❡ ♦✉ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
r♦t❛t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s❡✳ ▲✬ét✉❞❡ q✉✐ s✉✐t ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥❡rt✐❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐❡s
♣❛r ❧❡s ❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡s ❡t ❧❡s ❣②r♦♠ètr❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♦♥t❡r ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉① ❣r❛♥❞❡✉rs θ ❡t q ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✺ ✕ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦✉❧✐s

✻✳✶ ▼❡s✉r❡ ❛❝❝é❧ér♦♠étr✐q✉❡ ❡t ❣②r♦♠étr✐q✉❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡ ❞♦♥t ❧✬❛①❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❛❧✐❣♥é s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ (O,−→x ) ❞✉ ❞r♦♥❡ ❡t ✉♥ ❣②r♦♠ètr❡
❞♦♥t ❧✬❛①❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❛❧✐❣♥é ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ (O,−→y ) ❞✉ ❞r♦♥❡✳ ❈❡s ❝❛♣t❡✉rs ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ♣♦✉r ✉♥ ❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡ ✿ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ s❡❧♦♥ s♦♥ ❛①❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ♦ù
❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❞r♦♥❡ ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡
♣❡s❛♥t❡✉r (−g~z0) ❀

• ♣♦✉r ✉♥ ❣②r♦♠ètr❡ ✿ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ s♦♥ ❛①❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❞r♦♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡ ❞❡✈❛♥t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡s❛♥t❡✉r ✭✈♦❧ q✉❛s✐✲
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳

◗✹✶✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❛❝❝é❧ér♦♠étr✐q✉❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❞é❢❛✉t✱ ♠♦♥tr❡r ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♦♥t❡r
à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦✉❧✐s θ✳ ■♥❞✐q✉❡r ♣♦✉rq✉♦✐ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡ ♣❧❛❝é s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ (O,−→z ) ♥❡
♣❡r♠❡ttr❛✐t ♣❛s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡t ❛♥❣❧❡ θ✳

▲❡s ❝❛♣t❡✉rs ✐♥❡rt✐❡❧s ❡♠❜❛rq✉és s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ▼❊▼❙ ✭▼✐❝r♦❊❧❡❝tr♦▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✮✳ ▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s
❞❡ t❡❧s ❝❛♣t❡✉rs s♦♥t ❧❡✉r ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût✱ ❧❡✉r ❢❛✐❜❧❡ ♠❛ss❡ ❡t ❧❡✉r ❡♥❝♦♠❜r❡♠❡♥t ré❞✉✐t ✿ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥✐té ❞❡
♠❡s✉r❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✸ ❣②r♦♠ètr❡s ❡t ✸ ❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❊▼❙ ❡st ❞♦♥♥é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✻✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
❧❛ ♠❡s✉r❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❝❡s ❝❛♣t❡✉rs ❝♦♠♣♦rt❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞é❢❛✉ts✳ ❈♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ s✐ ♦♥
♥♦t❡ am ❡t qm r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❣②r♦♠ètr❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡♥
✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❝❡s ❞é❢❛✉ts ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

am = −gθ + ǫa

qm = θ̇ + qb

♦ù ǫa ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞✉ ❜r✉✐t à ❢♦rt❡ ✐♥t❡♥s✐té ❡t qb ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❞ér✐✈❡ ❣②r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t
qb = 0, 1◦/s✮✳

◗✹✷✳ ❏✉st✐✜❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❛❝❝é❧ér♦♠étr✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♥✐ θ✱ ♥✐ q = θ̇✳ ▼♦♥tr❡r
q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❣②r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♥❡ ❧❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s✳

✻✳✷ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r

❆✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs θ ❡t q q✉✐ s❡r✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛♣♣❡❧é ✏♦❜s❡r✈❛t❡✉r✑✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❛❝❝é❧ér♦♠étr✐q✉❡s ❡t ❧❡s
♠❡s✉r❡s ❣②r♦s❝♦♣✐q✉❡s✱ ❡♥t❛❝❤é❡s ❞❡ ❧❡✉rs ❡rr❡✉rs✱ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r θ ❡t q ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r

✶✺



❋✐❣✉r❡ ✶✻ ✕ ❯♥✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ tr✐✲❛①❡ ❆❞✐s✶✻✸✺✺ ❞✬❆♥❛❧♦❣ ❉❡✈✐❝❡s

q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣✉✐ss❡♥t ❧❡s ❡①♣❧♦✐t❡r ✭❝❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ r❡q✉✐èr❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❜r✉✐té❡s
❡t s❛♥s ❞ér✐✈❡✮✳

▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r Obsθ✱ ✉t✐❧✐sé ✐❝✐ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✭✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r éq✉✐✈❛❧❡♥t Obsϕ s❡r❛✐t ✉t✐❧✐sé

♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧❛tér❛❧✮✱ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✼✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s θ̂ ❡t q̂ s♦♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ θ ❡t q ❢♦✉r♥✐❡s
♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r Obsθ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

˙̂
θ = qm − q̂b − l1(am + gθ̂)

˙̂qb = l2(am + gθ̂)

q̂ = qm − q̂b

♦ù l1, l2 s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳

Obs
θ

Obs
θ

a
m

q
m

θ̂

q̂

❋✐❣✉r❡ ✶✼ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r

◗✹✸✳ ❊♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♣❛s ❧❡ ❜r✉✐t ❛❝❝é❧ér♦♠étr✐q✉❡ ǫa✱ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛♥❣❧❡ θ ❡t ❧❛ ❞ér✐✈❡ qb s❛♥s ❡rr❡✉r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❡ eθ = θ̂ − θ ❡t
eb = q̂b−qb t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ✵✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ q s❛♥s ❡rr❡✉r✳

◗✹✹✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ✜❧tr❡r ❧❡ ❜r✉✐t s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ θ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❛✉r❛✐t été ❡✛❡❝t✉é❡ à ♣❛rt✐r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❛❝❝é❧ér♦♠étr✐q✉❡ ✿ θ̂ = −am

g ✳

✼ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ q✉❛❞r♦t♦r

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ s❝❤é♠❛✲❜❧♦❝ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳

◗✹✺✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥trô❧❡✉rs ❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ❜❧♦❝s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❞✉ s❝❤é♠❛✲❜❧♦❝ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ré♣♦♥s❡

❡t s♣é❝✐✜❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ s❝❤é♠❛ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ P




ũ✶

ũ✷

ũ✸

ũ✹




=




Uθ

Uϕ

Uz

Uψ



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◗✹✻✳ P♦✉r ❧❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s ❤♦r✐③♦♥t❛✉①✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✜♥
❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ( ~x0, ~y0)✮✱ xref0, yref0✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
❈♦♠♣❧ét❡r ❧❛ ③♦♥❡ ❡♥ t✐r❡ts s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛✲❜❧♦❝ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ré♣♦♥s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢✱
❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs Cx(s) ❡t Cy(s) ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐tés✳

✶✼



✽ ❆♥♥❡①❡ ✶ ✿ ❉♦♥♥é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s

❈♦♥st❛♥t❡ ❣é♥ér✐q✉❡

g = 10 ♠✳s−2

❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❞r♦♥❡

M = 0, 9 ❦❣ ✭❜❛tt❡r✐❡ ✐♥❝❧✉s❡✮

❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❤é❧✐❝❡s

a = 1, 6.10−5 ◆✳s2

b = 1

375
.10−4 ◆✳♠✳s2

Jr = 3, 4.10−5 ❦❣✳♠2

❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠♦t❡✉rs

Rm = 0, 6 Ω

Lm = 40 µH

Km = 1.10−2 ❱✳s✳r❛❞−1

❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛tt❡r✐❡

Ubatt = 11 ❱

Cmass = 200 ❲❤✳kg−1

K ′ = 0, 16 ❯✳❙✳■✳

m′ = 220 ❣

✾ ❆♥♥❡①❡ ✷ ✿ ❘é♣♦♥s❡s ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞❡ ❝❛♣
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Réponse indicielle n°1 du sous−système de cap avec correcteur
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