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Présentationdu problème

Le chauffagepar inductionest le procédéqui permetde transféreruneénergieélectriqueà unepièce
métalliquedanslaquellelespertesJoulesonttransforméesenchaleur.

Cechauffagepermetdetransmettrel’énergiedirectementà l’intérieur du matériausanscontactma-
tériel. Il estlargementrépandudansl’industriegrâceàdiversavantages(puissancemassiqueplusélevée
quetout procédétraditionnel,échauffementplus rapide,grandeprécisionde température,etc.).On le
trouveainsienfusionetdanslestraitementsthermiquessuperficielsmaisaussipourleschauffagesavant
déformationetpourdesopérationsd’assemblagecommele soudageou le brasage.

Le problèmeétudiéici portesurle chauffageavantdéformation.Ceciconcernele réchauffageavant
laminageou le chauffageavantformage.

Lesproduitsconsidéréssontdelongsparallélépipèdesd’acierdontlesdimensionstypiquespeuvent
être de

�����������
	
mètres.Un bobinageinducteur(solénoïde)entourela barreselonle schémade

principede la figure Afig1, Danscertainssystèmesde chauffagela barreest introduitecomplètement
dansl’inducteur et chaufféeentièrement.Dansd’autreselle pénètreprogressivementet n’est chauffée
quesurunepartiedesalongueurseulement.

La maîtrisedu chauffageest complexecar elle met en jeu au sein du milieu conducteurchauffé
différentsphénomènesphysiquespartiellementcouplés:

1. l’électromagnétismequi régit la distribution deschampsetdu courantélectriquedansl’acier ;

2. la thermiquequi gouvernel’élévationdetempératureenfonctiondespertesJouledissipées;

3. la mécaniquequi permetdequantifierlescontraintesengendréesdansle milieu enfonctionde la
température.

Ceproblèmeproposesouscertaineshypothèsesunemodélisationdesdifférentsphénomènesimpli-
qués.Il envisagepourchaquepartie(électromagnétisme,thermique,mécanique)uneétudebaséesur la
résolutionanalytiquedeséquationsphysiquesencause.
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Les3 parties A, B, C sont indépendantes.Elles seront rédigéessur descopiesindépendantes.
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FigureAfig1: Schémadeprincipedu systèmedechauffageétudié.

A ANAL YSE ÉLECTR OMAGNÉTIQ UE

Notations��
: champmagnétique�

: inductionmagnétique��
: densitédecourant� : perméabilitémagnétique� : conductivitéélectrique�
: fréquence���
: périodeélectrique

� ��� ������� : pulsation � � ��� �!�#"
Onrappellela formuled’analysevectorielledonnantle rotationneld’un vecteur

�$ �&%('#)*',+ " ;-/. 0 �$ � ��1 $�21 )43 1 $651 + ' 1 $�71 %83 1 $�21 % ' 1 $�51 %93 1 $671 ) �;:
La distribution deschampsélectriquesestrégieparleséquationsdeMaxwell (avecle courantdedépla-
cementnégligeable): -/. 0 ��<� ��

(loi d’Ampère) (Aeq1)

-/.=0 �> � 3 1 �
1 0 (loi deFaraday) (Aeq2)

On ajouteà cesdeuxéquationsleslois decomportementsuivantesauseindu milieu:�� � � �> (loi d’Ohm) (Aeq3)? @BA,C�D�C E F(GIH J�KMLON6P�Q JSR



TU<V�W TX
(Aeq4)

L’études’effectueen régimesinusoïdaloù toutesles grandeursvectoriellesont desvariationsharmo-
niques.On adoptela formecomplexe:TY�Z&[]\,^*\#_ \,`ba V�c�dfe Tg Z&[(\#^*\,_ha d [�ijZ&kmln`baho avec

Tg Z&[(\#^*\,_haqpsrutjv
A.1 Étude préliminaire
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FigureAfig2 : Etuded’un demi-espaceconducteur

Comptetenudesdimensionsdela barre,on considèrequele systèmeestinfini danslesdirectionŝ
et _ etquetouslesphénomènessontinvariantsen ^ et _ .

Danscetteétudepréliminairela pénétrationdeschampsà l’intérieur du métalestfaible; l’épaisseur
dela barren’intervientpas.Nousassimilonsalorsle domaineconducteurà un demi-espace(correspon-
dantà [�wyx ).

Onsupposequele champmagnétiqueestdirigé selon̂ etnedépendquede [ :TX Z&[]\,^*\#_ \,`ba V ZIx�\ X Z&[]\,`baz\#x a (Aeq5)

A la surface( [ V x ), le champmagnétiqueestimposéparlescourantsinducteurs:X ZIx�\#`{a V�|~}(�z� � Z�l�`{a (Aeq6)

On note: X Z&[(\#`ba V�c�dq�h| Z&[�a d [�i*Z&kml�`ba�� avec
| Z&[Ba~p�r (Aeq7)

A.1.1.) Montreràpartir deséquationsdeMaxwell quel’amplitudecomplexe
| Z&[Ba vérifie:�(� |� [ �s� k�� W l |yV x (Aeq8)

A.1.2.) On introduit � V8� ��]l W . Montrerquel’équationvérifiéepar
|

est:� � |� [ � ������� k��� � |yV x (Aeq9)

A.1.3.) Donnerl’expressiongénéraledela solution
| Z&[�a etpréciserlesconditionsauxlimitesvérifiées

par
| Z&[�a en [ V x et [ V ��� .� ���#����� �=�] I¡ ¢�£M¤O¥ ¦h§ ¢S¨



A.1.4.) DéduiredeA.1.2.) et A.1.3.) la solutiondu problèmeélectromagnétique©*ª&«(¬#­{® enfonction
de ¯�° , ± et ² .

A.1.5.) Donnerl’expressiondela densitédecourant³hª&«]¬,­b® .
A.1.6.) Quelleestla dimensionde ² ? Justifierl’appellationretenuepour ² : « épaisseurdepeau» ou
« profondeurdepénétration».

A.1.7.) Déterminerla densitévolumiquedepuissancedissipée:´ ª&«]¬,­b®uµ·¶¸ ³#¹ºª&«(¬#­{® (Aeq10)

A.1.8.) Quelleestla moyennetemporelle»nª&«�® surunepériodede ´ ª&«(¬#­b® (pertesJoule):»nª¼«B®½µ ¶¾�¿�ÀÂÁ�Ã° ´ ª¼«]¬,­b®/Ä�­�Å ¾ ¿ µÇÆ È± (Aeq11)

A.1.9.) Montrerquela puissancetotaledissipéedansl’ensembledela barre,parmètrecarrédesurface
(en É et Ê ), est: »ÌË&Í#Ë�µ ¶Æ ¸ ¯ ¹°² (Aeq12)

Vérifier l’homogénéitédecetteexpression.

A.2 Etude d’une plaquede largeur ÎÐÏ :
Noussupposonsdanscettepartiequele milieu conducteurestassimiléà uneplaque,infinie en É etÊ , delargeur Æ Ñ . L’origine estpriseaumilieu dela plaque( Ò ÑnÓ «�Ô Ñ ). Surchacunedesdeuxfacesle

champmagnétiqueestimposé: ©*ª/Ò Ñ ¬,­b®uµ�©*ª Ñ ¬,­b®�µÕ¯�°*Öz×=Ø�ª�±n­b® (Aeq13)
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FigureAfig3 : Etuded’unebarred’épaisseur2a

A.2.1.) Montrerenexploitantlessymétriesdu problèmeque Ù ©Ù « ªIÚ�¬,­b®*µ�Ú .
Danslesquestionssuivanteson utilisera la fonction Ûz« ´ ª�Êh®�ÊÝÜsÞ , qui semanipule
algébriquementcomme Ûz« ´ ª&«B®Ì«�Ü�ß et par suiteon utilisera lesfonctions Öh©àªáÊh® et Øb©àª&Êh®ÌÊÝÜsÞ .

A.2.2.) Vérifier l’expressiondu champmagnétique©*ª&«(¬#­b® :©*ª&«(¬#­b®uµ�â�Û½ãä¯;ª¼«B®åÛz« ´ ª�æm±ç­b®éè avec̄<ª&«B®qµÕ¯�° Öh© ª ¶�ê æ�®�«²Öh© ª ¶�ê æë® Ñ²
. ì íBî,ï�ð�ï ñ ò(óIô õ�öM÷Oø6ù�ú õüû



A.2.3.) Déterminerl’expressiondela densitédecourantýhþ&ÿ�� ��� .
A.2.4.) Déterminerl’expressiondela densitédepuissancevolumique�*þ¼ÿ�� �����	�
 ý�� þ&ÿ
� ��� .
A.2.5.) Quelleestla moyennetemporelle�nþ&ÿ � surunepériode��� de �*þ&ÿ�� ��� :�nþ&ÿ ��� ���� ������ �*þ&ÿ
� ����������� ��� � �"!# � (Aeq14)

A.2.6.) Donnerun équivalentsimplede �nþ&ÿ � lorsque $%'& � �
A.2.7.) Donnerun équivalentsimplede �nþ&ÿ � lorsque $%'( � �
A.2.8.) Déterminerla puissancetotale dissipéedansla plaque,par unité de surface(en ) et * ), et
montrerqu’elle peuts’écrire:

�,+.-/+ �10 ��� 
 $32 þ54 � avec2 þ64 ��� 487�9 4;: 7/<>= 4? 9 4A@ ?�B 7 4 � 4 � � $% (Aeq15)

A.2.9.) On considèreque 0 � � 105 A Cm-1 ; 
 � 5.106 D -1 C m-1 ; E
F � �HG"G ; I � 50Hz.
Quellessontlesvaleursde �,+J-�+ lorsque$ vautrespectivement: 0,5mm, 5 mm, 50mm?

A.2.10.) Montrerquela puissancedissipéea deuxéquivalentssimplescorrespondantrespectivement
à 4'& � et 4 ( � .
A.2.11.) Defaçongénérale,énoncerd’aprèscequi précèdeun(oudes)critère(s)permettantdechoisir
unefréquencedetravailsi on souhaiteunchauffageefficaceenvolumedela barre.

B ANAL YSE THERMIQUE

Notations� : température��K�L�M : températureambianteN
: élévationdela températureparrapportà la températureambiante:

N þ&ÿ
� ���O� �àþ&ÿ
� ��� :P�QK�L�MR
: conductivitéthermiqueS : massevolumiqueTQU

: chaleurspécifiqueV : densitésurfaciquedu flux dechaleur: V þ&ÿ
� ���W� : R�X �X ÿY : densitévolumiquedessourcesdechaleur.

On chercheà déterminerl’évolution de la températureauseinde la barreenfonction du tempsde
chauffage.On considèredanstout cequi suit, commeenA, quela plaqueestinfinie danslesdirections) et * et quela températuren’est fonction quede ÿ et de

�
. La distribution de T(x,t) estalorsdonnée

par l’équationde la chaleurdanslaquellela densitédessourcesde chaleurestla densitéde puissance
électromagnétiqueinduiteauseindela barre(pertesJoule):Z"[�\�]_^_]"`ba�c5d"eHfhgji"kml"eon



prq�sWt
ut3vowox t
y�ut3z y;{}|W~ z
��v�� (Beq1)

avec |W~ z��/v�� {���O� y ~ z
��v�� (Beq2)

Les phénomènesélectromagnétiqueset thermiquespossèdentdeux échellesde tempsdifférentes:
dynamique« rapide» pourl’électromagnétisme(fréquencedequelquesdizainesdeHertz)etdynamique
« lente» pourla thermique(tempsdechauffagedeplusieursdizainesdeminutes).Il estalorspossiblede
meneruneanalysepartiellementdécouplée: on étudiel’évolution thermiquedu problèmeensupposant
qu’àchaqueinstantle régimepériodiquedesphénomènesélectriquesestétabli.Onfait alorsla moyenne
despertesJoulesurunepériodeélectriqueuQ� pourobtenirla puissancevolumiqueinjectée.Oncherchera
ainsià résoudre: prq�sWt
ut3v wox t y ut3z y;{}�A~ z�� (Beq3)

où �A~ z�� estla moyennetemporellede |W~ z��/v�� .Onsupposequ’audébutduchauffagela barreestà températureambianteuQ����� .
B.1 Casd’une plaque large devant la profondeur depénétration ��� � Onseplacedansla

situation ���� � . On considèrealorsquela puissanceestdissipéedansunecouchesuperficielleet loca-

liséeen z { w � et z { � .
B.1.1.) La puissancetotaledissipéedansl’ensembledela plaqueestdonnéeparAeq15.

Montrerquele chauffagede la plaquepeutsereprésenterparunedensitédeflux thermiqueentrant
surlesfacesz { w � et z { � devaleur: �O� {1� y�� � � (Beq4)

B.1.2.) Montrer, enexploitantla symétriedu problèmequedanscesconditions� ~ z
��v�� estsolutionde
l’équation: t �t3v w;� t y �t3z y {�� (Beq5)

où � estla diffusivitéthermique � � { xprq s
� , aveclesconditionsauxlimites:

x t �t3z { � � en z { � et t �t3z {}� en z {}� (Beq6)

et la conditioninitiale : � ~ z
� � � {}� (Beq7)

B.1.3.) Montrerquela fonction � � ~ z��/v�� définiepar:� � ~ z
��v�� { �O� �x � � v� y�� z y� � y �
vérifie leséquationsBeq5 etBeq6 deB.1.2.). �"�� /¡_¢_¡"£"¤
¥5¦"§H¨h©jª¬«H­"§o®



B.1.4.) Afin de résoudrele problèmedéfini en B.1.2.) on effectueun changementd’inconnueen
posant: ¯_°r±J²
³�´�µW¶}¯�±J²
³�´�µO·P¯¹¸r±J²
³�´�µ . Montrerque ¯_°r±J²
³�´�µ estsolutiondu problème:º ¯_°º ´ ·j» º�¼ ¯_°º ² ¼ ¶}½ (Beq8)º ¯ °º ² ¶}½ en ²A¶}¾ et

º ¯ °º ² ¶}½ en ²¿¶}½ (Beq9)

¯ ° ±J²
³�½"µO¶À·Á¯¹¸�±J²
³�½"µ (Beq10)

B.1.5.) On envisageunerésolutiondu problèmedéfini en B.1.4.) par variablesséparées.On pose¯_°"±J²
³�´�µO¶}ÂW±J´�µ¹Ã�ÄÅ±Æ²�µ . Montrerquelesfonctions Â et Ä vérifientl’égalité:Ç ÂW±Æ´�µÇ ´»ÈÂW±Æ´�µ ¶ ÇÉ¼ ÄW±J²�µÇ ² ¼ÄÅ±Æ²�µ ¶�Ê (Beq11)

où Ê estuneconstanteréelle.

B.1.6.) On pose Ê}¶À·ÁË ¼ où Ë est réel. Montrer en utilisant les conditionsaux limites que Ë est
nécessairementdela forme: Ë�¶}Ì�Í ¾ (Beq12)

où Ì estentierrelatif

B.1.7.) Montrerquela solution ¯ ° ±J²
³�´�µ peuts’écrire:¯ ° ±J²
³�´�µ�¶ÏÎÐ_Ñ ¸�Ò Ð�Ó ²�Ô�ÕW·�» Ì ¼ Í ¼¾ ¼ ´�ÖØ×�Ù"ÚÁÛ Ì Í ²¾ÝÜ (Beq13)

où lescoefficientsÒ Ð sontdesréels.

B.1.8.) Calculerpour ÌßÞà½ enexploitantBeq13 lesquantités:áâ ¾äã ¼æå¸ ¯ ° ±J²
³�½"µç×�Ù"Ú�Û Ì Í ²¾ Ü Ç ² (Beq14)

En déduirelescoefficientsÒ Ð et donnerl’expressiongénéraledela solution ¯�±J²
³�´�µ du problèmedéfini
enB.1.2.).

B.1.9.) On considèreque èé¶ 45W ê m-1 ê K-1; ëíì�îï¶ 4.106 J ê m ð�ñÁê K-1; ¾ä¶ 50mm; ò�¶ 50Hz.
Donneruneestimationdu tempsau bout duquelon peutconsidérerquel’évolution temporellede¯�±J²
³�´�µ estvoisinede ¯�¸r±J²
³�´�µ .

B.1.10.) Onsupposeque ´ estsuffisammentgrandpourconsidérerque ¯�±J²�³/´�µ�¶}¯ ¸ ±J²�³/´�µ . Au boutde
combiendetempsla températureà la surfacedela barreatteint-elle1000K ? Quelleestalorsl’écart de
températureentrela surfaceet le centredela plaque?

ó"ô�õ�ö_÷_ö"øbù�ú5û"üHýhþjÿ����"ü��



B.2 Casgénéral:
Onchercheà résoudrel’équation:���
	 �
�������� �
������ ������� ������� �!�#" (Beq15)

lorsque��� �$� estdonnéepar:

��� �$� � % �&')( � *�+-, �( � */.�01, �(*�+ , "(�2 */.�0 , "(
Lesconditionsauxlimitessontdonnéespar:� �3���� 2 + � � � en

� � " (Beq16)

où + estuneconstantetraduisantla convectionthermique;�
���� � � en
� � �$4 (Beq17)

B.2.1.) Régimepermanent:

Onsupposeque

�
��5� � �
67�8� � � . On note
�:9 � �$� la solutioncorrespondante.

B.2.1.1˚): Montrerquela solutiondu problèmeestalorsdonnéepar:

�:9 � �$� � % �&� ' ;<=�>? @AB > � *�+-,
�(C2 */.�01, �(*�+$D 2 */.�05D

E/FG 2 �, (H+JI 0�+$D � 07KMLND*�+$D 2 */.�05DPONQSRT (Beq18)

où D � , "( .

B.2.1.2˚)Quelleestla limite de
� 9 � �$� lorsque

"
tendvers

�
. Commenter.

B.2.1.3˚)Quelleestla limite de
� 9 � �$� lorsque

"
tendvers 2VU . Commenter.

B.2.2.) Régimetransitoire

B.2.2.1˚)Afin derésoudrele problèmeon effectuele changementdefonctioninconnue:

�HW � �36X�8� � � � �36X�8� � � 9 � ����4 (Beq19)

Montrerque
� W � �
67�8� estsolutiondel’équation:�3� W��� �ZY � � � W��� �#� �[��� ���\" (Beq20)

aveclesconditionsauxlimites: � �3� W��� 2 + � W � � en
� � " (Beq21)]�^�_X`HaH`�b�c
dfe�g:hjilknm:o�g�p



q
rHsq�tvu�w en
t uxw (Beq22)

et la conditioninitiale : r s�y t
z w|{}u�~ r:� y t { (Beq23)

B.2.2.2˚)On envisageunerésolutiondu problèmedéfini enB.2.2.1˚)parvariablesséparées.

On pose
rHs y t3zX� {�u�� y � {/��� y t { . Montrerquelesfonctions� et � vérifientl’égalité:� � y � {� �� � y � { u

�5� � y t {� t �� y t { u�� (Beq24)

où � estuneconstanteréelle.

B.2.2.3˚)On pose��u�~N� � où � estréel.Montrerenutilisantlesconditionsauxlimitesquelesvaleurs� sontsolutionsde: �8��� y � � {1u �� � (Beq25)

B.2.2.4˚)On note � ���$� �H��� la suitedessolutionspositivesdeBeq25.Donneruneapproximationde �$�
pour �$�V��� .
B.2.2.5˚)Montrerquela solution

r�s y t3zX� { peuts’écrire:r s y t
z7� {�u���H�$�5� ��� t���  ~ � � �� �8¡
¢/£|¤ y �$� t { (Beq26)

où lescoefficients� � sontdesréels.

B.2.2.6˚)Déduirel’ expressiongénéralede
r y t3zX� { .

B.2.2.7˚)Afin d’obteniruneévaluationdela montéeentempératuredela barre,on limite le
développementprécédentaupremierterme(

� u�w ).
Onconsidère:

� u 50mm;
� u 45W ¥ m-1 ¥ K-1. Envousaidantéventuellementd’ungraphiquedon-

neruneestimationde � � danslesdeuxcas � u 5 W ¥m-2 ¥ K-1 et � u 500W ¥m-2 ¥ K-1.

B.2.2.8˚)On considère: ¦�§©¨ u 4.106 J ¥ m ª$«N¥ K-1; ¬ �­u 105 A ¥m-1; ® u 5.106 ¯ -1 ¥ m-1;
� u 50mm;� u 45W ¥ m-1 ¥ K-1.

Quelleest la températureatteinteau centrede la barreau bout de 3 minuteslorsque ° u[± �² pour� u 5 W ¥m-2 ¥ K-1?CompareraurésultatobtenuenB.1.10.).

C ANAL YSE MÉCANIQUE

Danscettepartieon étudieracommentle barreausedilate sanscontrainteou restesansdilatation
souscontrainte.L’extrémitéde la barred’abscisse

t u�w seraconsidéréecommefixe par rapportau
repèreabsolu.³�´$µ7¶H·H¶�¸|¹3ºf»�¼:½j¾l¿�À�Á�¼�Â



C.1 Donnéesdu problème:
La barreestde longueurÃ , desectioncarréedecôté Ä , Elle sera,ou non,chaufféeà sonextrémité

gauche(dispositifélectromagnétiqueplacéen ÅÇÆ\È ). Nousproposeronsun modèlequi traduitla défor-
mationde cettebarresousl’effet d’actionsmécaniqueset thermiques,Ce modèlepourraêtrestatique
(pasd’accélérationpriseencompte)ou dynamique(accélérationpriseencompte).

L

b
b

x

yz

FigureCfigl : barreenacier

Onutiliserale repèreabsoluÉËÊÍÌ�Î�ÏÅ5Î�ÏÐ Î:ÏÑÓÒ , où Ê­ÌNÔ�Ê�ÉfÈ Ò estcentredegravitédela sectiond’abscisseÅ�Ô�È dela barreet lesaxesÊ­Ì/Å , ÊÍÌ Ð , Ê­Ì Ñ sontdéfinissurla figureCfigl.
Pourétudiercettebarre,onutilise le modèlegéométriqueprésentésurla figureCfig2.

L
FigureCfig2: modèledela barre

La barreest représentéepar sa ligne moyennequi relie les centresde gravité Ê�ÉÕÅ Ò dessections
successivesdela barre.

Onnote Ö)ÉÕÅ
Î7× Ò la projectionsuivantl’axe Ê­Ì/Å du déplacementdupoint ÊØÉÕÅ Ò , on supposedoncque
le déplacementest le mêmepour tous les pointsd’une sectiond’abscisseÅ et qu’il estde la forme:ÏÙ Ô�Ö)ÉÕÅ
Î7× Ò ÏÅ .

Le torseur Ú�Û©ÜÕÝ en ÊØÉÕÅ Ò desefforts intérieursà la barreest défini commele torseurdesefforts
exercéspar la partiede la barredéfiniepar les abscissesÞ­ß Å sur la partiede la barredéfiniepar les
abscissesÞ­ÆàÅ . Ce torseur Ú�Û Ü Ý a pour élémentsde réductionen Ê�ÉÕÅ Ò unerésultanteá�ÉÕÅ3ÎX× Ò ÏÅ et un
moment Ïâ ÉÕÅ
Î7× Ò Ô ÏÈ .

Onnote
â Ô�ã$Ã la massetotaledela barreoù ã estla masselinéique(masseparunitédelongueur)

supposéeconstante.
On note ä$ÉÕÅ
Î7× Ò Ô�ÛåÉÕÅ3ÎX× Ò�æ Û©ç7è-é l’élévationde températuresupposéeici connue(différenceentre

la températureà l’instant × et la températureambianteà l’instant ×1Ô�È ) aupoint Ê�ÉÕÅ Ò . On note ê et ë
lesdeuxconstantesqui caractérisentle comportementdela barre.

Onutilisera(sansdémonstration)la modélisationsuivante:ì áíÉÕÅ
Î7× Òì Å æ ì
î Ö)ÉÕÅ
Î7× Òì × î Ô�È (Ceq1)

á�ÉÕÅ3ÎX× Ò Ôxê�ï ì Ö)ÉÕÅ
Î7× Òì Å æ ë5ä$ÉÕÅ
Î7× Òñð (Ceq2)
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La premièreéquationtraduit,enprojectionsurl’axe �� , le principefondamentaldela dynamique.

Danscetteéquation,

�����
	 ���
���� � � représentela projectionsur �� de l’accélérationdu point � 	 ��� . La

deuxièmeéquationtraduit la relationentout point entrele déplacement.
�
	 ���
��� , l’effort interne � 	 ���
���

et l’élévationdetempérature� 	 ������� .
Dansla suite,nousétudieronsdesproblèmesdont lesconditionsauxlimites serontdéfiniescomme

suit:

Problèmede Type I :
�
	�� ����������� 	 ��� si ��� 	 ��� estla projectionsur l’axe �� du déplacementimposéau

point� 	�� � en ��� �
et � 	� ��������! 	 ��� si ! 	 ��� estla projectionsur l’axe �� de l’effort imposéau

point � 	� � en �"�  
.

Problèmede Type II :
�
	#� �
��������� 	 ��� si ��� 	 ��� estla projectionsur l’axe �� du déplacementimposéau

point � 	�� � en ��� �
et
�
	� �����$����% 	 ��� si ��% 	 ��� est la projectionsur l’axe �� du déplacement

imposéaupoint � 	# � en �&�  
.

C.2 Étude devibrations :
Danscettepartie,onconsidèrequela variationdetempératureestnulle � 	 �������'� �

: il n’y " doncpas
d’effet thermique".

C.2.1.) En utilisant les équationsCeq 1 et Ceq 2, écrire l’équation (Ceq3)qui relie

� � �
	 �������� � � et� � �
	 �������� � � .

C.2.2.) Nousallonsrechercheruneinterprétationdecetteéquationenconsidérantle systèmecontinu
commela limite d’un systèmediscretdécritsurla figureCfig3.

m1 m2 m3 m4 mN-2 mN-1 mN

k k k k k

l l l l l

x1 x2 x3 x4 xN-2 xN-1 xN
FigureCfig3: modèlediscretdela barre

Nousadoptonsla modélisationsuivante: la barreestreprésentéecommeun ensemblede � masses(") , identiquesindicéespar * . On notera
� ) 	 ���$� �
	 �+)��
��� le déplacementde chacunede cesmassessur

l’axe �� . Ellessontreliéespar �-,/. ressortsidentiquesderaideur 0 etdelongueurà vide 1 �  
2 ,-. .

Écrirele principefondamentaldela dynamiquepourchacunedesmassesintérieures( ) avec* de 3
à �-,4. (équationCeq4).

C.2.3.) La distance1 étantconsidéréecommepetite,écrirele développement,audeuxièmeordre,qui
exprime

� )6587 (avec* de 3 à �/,-. ) enfonctionde
� ) etdesesdérivéesparrapportà � (équationCeq5).

C.2.4.) La distance1 étantconsidéréecommepetite,écrirele développement,audeuxièmeordre,qui
exprime

� ):9�7 (avec* de 3 à �/,-. ) enfonctionde
� ) etdesesdérivéesparrapportà � (équationCeq6).

C.2.5.) Envousinspirantdela formedel’équationCeq3, écrirel’équationCeq7àpartirdeséquations
Ceq4, Ceq5etCeq6. Exprimerlesvaleursde ( ) etde 0 enfonctiondesdonnéesinitialesdu problème.
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C.2.6.) On envisagederésoudrecetteéquationCeq3enutilisant la mêmeméthodedeséparationde
variablesquedansla partieB Étude Thermique (B.1.5.). OnposeP
QSR�T�U�V'WYXZQ[R�V�\ ]�Q[U�V . Montrerqueles
fonctionsX�Q[R�V et ]�Q[U�V vérifientl’égalité:

^
XZQ[R�V

_a` XZQSRbV_ R ` Wdce ^
]�Q[U�V

_a` ]�Q[U�V_ U ` Wgf où f estuneconstante.

C.2.7.) On admetquefih-j et on posef�Wlknm ` où m estréel.On adoptelesconditionsaux limites
suivantes(problèmedeType I ) : la barreestfixéeaupoint d’abscisseR�Wgj , elle estlibre detout effort
aupoint d’abscisseR�Wgo . Donnerl’expressionde m .

C.2.8.) Déduiredecequi précèdequela solutiongénéraledel’équation(Ceq3)estdela forme:

P
Q[R�T�U�V�WipqAr�sat
uwv Qwm q R�V
\�x y q$z�{ t Q}| q U�V�~-� q t
uwv Q�| q U�V���\
C.2.9.) Exprimer | q enfonctionde m q .
C.2.10.) Donnerl’expressionfinale de P
Q[R�T�U�V . y q et � q sontalorsdéterminés,ce qui n’est pasde-
mandé,en considérantles conditionsinitiales (à UnWgj ) du mouvement.Cetteexpressionestcelle qui
traduitlesvibrationslibresdela barreentraction/compression.

C.3 Détermination préliminaire desefforts internes:
Onseplacedansle casoù il n’y apasd’élévationdetempératureetoù lesaccélérationssontnulles.

C.3.1.) Écrirel’équationCeq8vérifiéepar �"Q[R�T
U�V .
C.3.2.) Onappliqueuneffort àchaqueextrémitédela barre �� Q�j�T�U�V'W�k � �R en R�Wgj et �� Q�o$T
U�V'W � �R
en RZW�o . La barreest-elleenéquilibre?Trouverl’expressionde �"Q[R�T
U�V dansla barreenfonctionde

�
.

C.4 Étude thermique préliminaire :
On considèredanscettepartiequela barren’estsoumiseà aucuneffort et quelesaccélérationssont

négligeablesetdoncprisesnulles.Quandonchauffela barre,onconstateexpérimentalementquecelle-ci
s’allonge.

C.4.1.) Exprimerl’équationCeq9qui relie P
QSR�T�U�V à ��Q[R�T�U�V .
C.4.2.) On imposeuneélévationdetempérature��Q�j�T�U�V'WYy en R�Wgj et ��Q�j�T�U�V�Wg� en R"Wgo et on

supposequele flux dechaleurestnul sur lesfaces�ZW����� et ��Wg���� dela barre.Écrirel’équationde

la chaleurpourla barre.Donner, enrégimethermiquepermanent,l’expressionde �bQSR�T�U�V entoutpointde
la barre.

C.5 Étude thermomécanique:
Danscettepartie,on seplaceenrégimethermiquepermanentet on considèrequelesaccélérations

sontnulles.

C.5.1.) En utilisant les équationsCeq1 et Ceq2, poseralorsle jeu d’équationsCeq10du problème
thermomécaniqueaveclesconditionsaux limites suivantes(problèmede Type I) : la barreestfixéeau
point d’abscisseR�Wgj , elleestlibre detouteffort aupoint d’ abscisseR"Wgo .

C.5.2.) Exprimer �"Q[R�T
U�V et P
Q[R�T
U�V pourle champdetempérature�bQSR�T�U�V trouvéà la questionC.4.2.).
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C.5.3.) Effectuerl’application numérique(calcul de £"¤[¥�¦
§�¨ et ©
¤S¥�¦�§�¨ ) pour unebarrede longueurª¬«
5 m aveclesélévationsdetempérature­ «

1000K et ® « 0 K. On prendrale coefficientdedila-
tationdel’acier, soit ¯ « 15.10-6 K-1.

C.5.4.) En utilisant leséquationsCeq1 et Ceq2, poseralorsle jeu d’équationsCeq11du problème
thermomécaniqueavecles conditionsaux limites suivantes(problèmede Type II la barreestfixée au
point d’abscisse¥ «g°

, elleestfixéeaupoint d’abscisse¥ «gª
.

C.5.5.) Exprimer £"¤[¥�¦
§�¨ et ©
¤[¥�¦
§�¨ pourle champdetempérature±b¤S¥�¦�§�¨ trouvéà la questionC.4.2.).

C.5.6.) Effectuerl’applicationnumériquepourunebarredelongueur
ª²«

5 m aveclesélévationsde
température­ «

1000K et ® « 0 K. Onprendracoefficientdedilatationdel’acier, soit ¯ « 15.10-6 K-1.

C.5.7.) Analyserqualitativementla différenceentre les solutionsdeséquationsCeq10 (questions
C.5.2.) etC.5.3.)) etCeq11(questionsC.5.5.) etC.5.6.)).
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