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La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part importante 
dans l’appréciation des copies. Dans une très large mesure les parties sont indépendantes mais les notations sont 
les mêmes dans tout le problème. 

1-RÉSOLVT~ON DE L’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DE BERNOULLI. 

On considère l’équation différentielle de la variable réelle z 

xh’(x) + (5 - l)h(rc) = -P(z) (1) 

1” a ) Déterminer les solutions de l’équation (1) sur a+ (On justifiera que si h n’est pas la fonctions nulle, 

on peut poser m(5) = A). 
h(x) 

b ) Déterminer de même les solutions de l’équation (1) sur WL. 

2” Déterminer les solutions sur W de l’équation de (1). 
Dans toute la suite du problème on pose f(z) = fi où z est une variable complexe 

II- DÉVELOPPEIIE~T EN SÉRIE ENTIÈRE DE LA FONCTION DE BERNOULLI 

1’ Préciser l’ensemble de définition de f  et montrer que f  se prolonge par continuité en 0. 
On notera encore f  ce prolongement. 

2” On suppose que la fonction f  admet un développement en série entière sur un voisinage CJ de 0 

a ) Montrer que la suite (b,! vérifie b. = 1 et pour n 3 1, la relation 
n-l 

b,, = -- c bk 
k=O (n - k + l)! 

b ) Calculer bi, b2 et b3 

c ) Montrer que pour n E N, on a : jb, 1 < 1. 

d ) Montrer que le rayon de convergence R de la série entière 1 bris” est > 1 

3” En déduire que f  est développable en série entière sur DR = {z E C. Iz/ < R}. 

4” Montrer que pour tout entier naturel non nul p, on a : bzp+l = 0 (on pourra utiliser la fonction 
f(z) -b. - blz). 

On appelle nombres de Bemoulli les nombres réels notés B, définis. pour n E N, par : B, = n! b,. 

5’ Montrer que pour n 2 2, on a 

c C2Bk = 0 
k=O 
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III-UTILISATION DES NOMBRES DE BERNOULLI : CALCUL DE C(2n). 

On note C la fonction définie pour tout réel z supérieur strictement à 1 par : 
toc 

Cix) = 1; 
nzl 

Soit z E R\Z. On note c la fonction 27;-périodique définie par : 

vx E [-TT[ c(x) = cos(zx) 

1’ a ) Déterminer la série de Fourier de la fonction c. 

b ) Justifier que c est la somme de sa série de Fourier sur IX 

c ) La convergence est-elle uniforme? 

2” En déduire pour z E R\Z, la relation : 

3” Montrer que zcotan z est développable en série entière au voisinage de 0 

4” Montrer que pour tout réel 5 $ KZ, on a la relation : z cotan (z) = iz f  j(2iz). 

5” Montrer que pour tout entier naturel n 2 1 : 

C(2n) = (-l)n-~2%-n9& 
2(2n)! 

TV-XTILISATION DES PoLYNôMEs DE BERNOULLI. 

On note F la fonction définie par F(z, t) = e”f(z), où t E B et z E C 

1” Montrer que pour tout nombre réel t, la fonction qui à z associe F(z. t) est développable en série entière 
au voisinage de 2 = 0. 

2” Montrer que l’on a pour tout t E R et tout z dans un voisinage de 0 

F(t. t) = 2 P”(i)$ 
n=O 

où P,(t) est un polynhme, nommé polynôme de Bemoulli, que l’on expnmera à l’aide des nombres de Bemoulli 
Bk. 

3” EcrirePo: Pl. 0. 5. 

4” Calculer P, (0) en fonction de A’,. 

5” Expliciter le polynôme P, (t + 1) -P,(t) (onpourracalculerF(z,t+ 1) - F(z,t)). 

6” En déduire, pourp E Y, une expression de S, = 2 kP. ’ a l’aide des polynômes de Bemoulli. 
I-=1 

7” DémontrerquepourtoustEBetndansFziP,(1-t)=(-l)nP,(t). 

8” Montrer que pour tout entier naturel n > 0, on a : P,!, = nP,,-1 (on pourra utiliser l’expression de P,,) 

Tournez la page S.V.P. 
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V-DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE DE FOURIER DES POLYNÔMES DE BERNOULLI 

On considère pour tout entier nature1 n la fonction pn qui est 1 -périodique et telle que pour tout z E [O; 1[ 

F&E) = Pn(z). 

1” Étudier la parité et la continuité de p, 

2” Déterminer la série de Fourier de z 

3” Pour k entier relatif et R E W, calculer le coefficient de Fourier complexe ck (p,) en fonction de R. et de k 
(on établira une relation de récurrence entre ck (p,,) et CA.(~,-1)). 

a ) En déduire. pour k entier relatif et pour n entier naturel, la valeur de ck (Fn). 

4” Retrouver la valeur de ((27~) pour n > 1. 

1 

5” a ) Prouver que pour 5 E [O; 1[, on a /P,(z) / < K &, où K est une constante indépendante de R. 

b) EndéduirequeR = 2r. 

6” On pose 

Exprimer pour 5 ~10: l[: [P, *ppj(z) en fonction de PnTp(z). On admettra que pour toutes fonctions f. g continues 
par morceaux sur B et de période 1. on a 

J 

1 

0 
fct) g(t) dt = 2 Ck(fkk(g). 

kEE 


