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La qualité de la rédaction , la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part importante
dans I'appréciation des copies. Dans une trés large mesure les parties sont indépendantes mais les notations sont
les mémes dans tout le probléme.

[-RESOLUTION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE DE BERNOULLI.

On considére 1’équation différentielle de la variable reelle x
zh'(z) + (z — D)h(z) = —h*(z) (1)

1° a) Déterminer les solutions de I'équation (1) sur R . (On justifiera que si h n’est pas la fonctions nulle,

on peut poser m(zr) = —-).
peut poser m(z) = 3
b) Déterminer de méme les solutions de I’équation (1) sur RZ .

2° Déterminer les solutions sur R de I’équation de (1).
Dans toute la suite du probléme on pose f(z)} = — ] ou z est une variable complexe.
pe

[I- DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE DE LA FONCTION DE BERNOULLI.

1° Préciser I’ensemble de définition de f et montrer que f se prolonge par continuité en 0.
On notera encore f ce prolongement.

2° On suppose que la fonction f admet un développement en série enticre sur un voisinage U de 0

2= baz™

n20

a ) Montrer que la suite (b, ) vérifie bg = 1 et pourn > 1, la relation

A
T = (n—k+ 11

b) Calculer b, b, et bs.
¢ ) Montrer que pourn € N, ona: by} < L.

d) Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére > b,z" est > 1.

3° En déduire que f est développable en série entiére sur D = {z € C, |z| < R}.

4° Montrer que pour tout entier naturel non nul p, on a : b2+ = 0 (on pourra utiliser la fonction

f(z) = bo—by2).
On appelle nombres de Bernoulli les nombres réels notés B, définis, pourn € N, par: B, = n! bn.

5° Montrer que pourn 2 2,0na

n—1
> CiBy=0.
k=0



IMI-UTILISATION DES NOMBRES DE BERNOULLI : CALCUL DE ((2n).

On note ( la fonction définie pour tout réel z supérieur strictement & 1 par :
+o¢ 1
z)y =" =
n=1
Soit z € R\Z. On note c la fonction 27 -périodique définie par :

Ve [-mn] e(x) = cos(zx)

1° a) Déterminer la série de Fourier de la fonction c.
b) Justifier que c est la somme de sa série de Fourier sur R

¢ ) La convergence est-elle uniforme ?

2° En déduire pour z € R\ Z, la relation :

tan (7z) ! 1+2 {io !
cotan (wz) = — |— z - 5
}=3Z z 22 —n?

3° Montrer que zcotan z est développable en série entiére au voisinage de 0.
4° Montrer que pour toutréel = ¢ 7Z,onalarelation: zcotan (r) = iz + f(2iz).
5° Montrer que pour tout entier natureln > 1 :

_ (_1)n-'~122n7r2n32n

¢n) 22n)]

IV-UTILISATION DES POLYNOMES DE BERNOULLI.

On note F la fonction définie par F'(z,t) = e*'f(z),out € Retz € C.

1° Montrer que pour tout nombre réel ¢, la fonction qui a z associe F(z,t) est développable en série entiére
au voisinage de z = 0.

2° Montrer que ’on a pour tout ¢ € R et tout z dans un voisinage de 0

Flz.t)= Y Palt)=.
n=0 ’

ou P, (t) est un polynéme, nommé polyndome de Bemnoulli, que 1’on exprimera 2 1’aide des nombres de Bernoulli
By.

3° ECI’iI‘C Pg, P1~ Pg, Pg.
4° Calculer P,(0) en fonction de B,

5° Expliciter le polyndme P, (¢t + 1) — Fy (¢} (on pourra calculer F'(z,t + 1) — F(z,1)).

6° En déduire, pour p € N, une expression de S, = Z kP, a l’aide des polynomes de Bernoulli.
k=1

7° Démontrer que pourtoust € Retndans N, P, (1 —#) = (=1)"P,(¢t).

8° Montrer que pour tout entier naturel n > 0, on a: P, = nP,_; (on pourra utiliser I’expression de P,,).
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V-DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FOURIER DES POLYNOMES DE BERNOULLI.

On considére pour tout entier naturel n la fonction P, qui est I-périodique et telle que pour tout z € [0; 1]

P,(z) = P,(z).

{

1° Etudier la parité et la continuité de P,.
2° Déterminer la série de Fourier de P;.

3° Pour k entier relatif et n € N, calculer le coefficient de Fourier complexe ¢ (ﬁn) en fonctionde n et de k

(on établira une relation de récurrence entre ¢ (P,,) et cx (Pn—1)).
a) En déduire, pour k entier relatif et pour n entier naturel, la valeur de ¢, (Fy,).

4° Retrouver la valeur de {(2n) pourn > 1.

1
5° a) Prouverquepourz € [0;1[,ona |P,(z)] < K(Q—Ti')—n, ou K est une constante indépendante de n.

W

b) En déduire que R = 2 7.

6° On pose
1
B * B)(z) =/ P.(z - t)B,(t) dt.
0

Exprimer pourz €]0. 1{, [P, * Pp)(z) en fonction de P, 5 (z). On admettra que pour toutes fonctions f. g continues
par morceaux sur R et de periode 1, ona

/O Fr gt di =3 alFelo).
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