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Corrigé proposé par Martine Ginestet et Francis Denise (UPA)
Remerciements a Sébastien Kerner pour les tableauz de variations

I Caractérisation algorithmique de la taille d’'un cluster

1. Le nombre maximal de voisin de 7 est égal a n — 1
Notons Z; le nombre de voisins de ¢
Zi =Y Z; , somme de Bernoulli indépendantes de méme parameétre p d’ou

i
| Zi = B(n—1,p), E(Z)) = (n = Up, V(Z) = (n = L)pq |
2. Exemple
11213 4|56

Etape0 | A| N|N|N| N |N

Etapel | I A A|N|N|N - , . e,

Ftape2 [T [T [A|A [N | N |C1] =4 , Talgorithme s’arréte a 'étape 4

Etape3 | I |I |T |A| N|N

Etape4 |1 |I [T |I | N |N

A chaque étape, on rend inactif un voisin, donc forcément, les inactifs en fin d’algorithme sont des sommets
reliés & 1.

D’autre part, a la fin de I'algorithme, il ne reste plus de sommets activés.

Si on suppose qu’il existe un sommet du cluster neutre, il existe un chemin le reliant au sommet 1, et tous
les sommets de ce chemin ont été activés & un moment, puis rendus inactifs.

L’ensemble des sommets inactifs est égal au cardinal du cluster.

A chaque étape , un sommet est inactivé, donc l’algorithme s’arréte a I'étape |C1|

3. a) Ag est la variable certaine égale & 1, Ay est la variable certaine égale a 0
P(A; = 0) = P(aucun sommet n’est reli¢ a 1')= P(Z; = 0) = ¢" !

b) A chaque étape 1 et 1 seul sommet est inactivé, notons I le nombre de sommets inactifs
si k < KO y Ik =k
Sik>K0, Ik:KO
|C1| = Ixo = Ko
K est le premier entier k tel que A =0

c) Sik< Koy, alétapek—1,ilya:
- Ap_jactifs ; il en restera parmi cela A,_; — 1 actifs a I'étape k
-ily a k — 1 inactifs
- By est le nombre de sommets voisins de i, qui sont neutres et qui deviennent alors actifs a ’étape
k. O reste n — (k — 1) — Ax_; sommets neutres qui ont chacun la probabilité p d’étre voisin de i, de

maniére indépendante . D’ou ’ By —B(n—k+1—Ax_1,p) ‘

Le nombre d’actifs & ’étape k est alors : ’Si k< Ky, Ap=Ap_1-—1+ B




II. Etude d’une approximation déterministe de la taille d’un cluster

.PX=k)=>7"_P(X=k/N=m)P(N=m)
E(X) = > gkP(X = k) = >°_ P(N = m)E(X/N = m) ( interversion des ), non au pro-
gramme des BCPST)

E(X)=Y>_, P(N=m)mq=qE(N) car X/ (N =m) — B(m,q)

| B(X) = gB(N)]

. Ag étant majorée par n, elle admet une espérance

E(Ak) =F (lkSKOAk) + F (1k>KOAk) =F (1k§KOAk) car si k Z KO alors Ak =0

E (1g<roAr) = F (lg<ro (Ax—1 — 1+ By)) = E (1x<rxoAr-1) — E (lk<ko) + F (lk<rxoBrx)
E(Agp-1) = E (lp<xoAr—1) car si k > Kgalors Ay_1 =0

E(lk<ko) = P (k < Ko)

E (1x<kxoBx) = E(By) P(k < Ky)

E(Br)=pEn—k+1—Ap_1)=p(n—k+1— E(Ax_1))dapres le 4.

Dot E(Ax) = E(Ag-1)+ P (k< Ko)[-1+pn—k+1-E(Ax1))]

Pour k fixé et n grand, P (k < Kj) est proche de 1 ( on peut 'admettre?)

On peut donc approximer par :

E(Ag) 2 E(Ap—1) + [-14+pn—k+1—E (A1) =1 —p)E(Ap—1) —1+pn—k+1— E(Ax-1))
En remplagant p:

A k—1
E(Ap) = (1= 2)E (A1) # A= 1= A——

E(Ay) =1

. up = ap +a+ Bk

Up—1 = ap—1 +a+ B (k—1)
A A A

En remplacant : uy = 1—5 uk_l+k;(ﬁ—l)+ﬁ(a—ﬂ+1)—l—ﬂ+)\—l

B-1=0

Choisi : A
01S1SS0nNs { 5(04—&‘?‘1)4‘5‘?‘)\—1:0 <:>{ o= —n

A . AN\
Alors : up, = [1— = Jug—1etup=1—-ndotu,=(1-=) (1—-n)
n

A\
Vk,ak(ln)<1> +n—k
n




7. a) fn(y):n—y—(n_l)efbny bn:_h’l(l—)\) <0
Fo(y) = =1+ bu(n—1)e by

fl(y) >0 <= e bn¥ > = y<

1
bn(n—1)
fn est croissante puis décroissante, la valeur maximale est atteinte en «,
bn(nfl)m%n:)\

SiA# 1, limln (by,(n — 1)) =1In A qui est du signe de A — 1

Donc pour n assez grand ,

ay, est du signe de A — 1

1 1
b) —b,Inn =In (1 — /\> Inn —ilnn d’ou —b, Inn = —/\M +o0 (nn)
n n n n

1
e"=1+u+o(u) et lim —— =0 d'ott e P "7 =1 - A" 4o
n n

follun) =n—1Inn— (n—1) {1 _ AIHT” Y <h1nnﬂ

1
fo(lnn) =—Ilnn+1 —l—)\M(n— 1)+o(lnn)=—Inn+ Alnn + o(lnn)
n

SiA#1, fu(lnn) ~ (A= 1)Inn]

SiaA=1, f,(Inn) =n—Inn — (n — 1) exp(ln (1 - 711) Inn)

1 1 1 1
In{l——)lnn=——Inn——Inn+o| —<lnn
n n 2n2 n?
1 1 1 ) 1 )
n(1—=)lnn)=1-=1 —_q —q
exp(n( n> nn) - lnn+ (Inn) +0<n2 (nn))

2n2

1 1 1 1
fo(lnon)=n—-Inn—n+1+Inn— o (Inn)® + o (n (lnn)z) =1- o (Inn)® + o (n (lnn)2>

SiA=1, fu(lnn)— 1]

¢) Soit a € [0, 1]

M:l—a— (1—1> e~ mbn et anln (1—>\> “w —aA
n

n n

lim oA

fn (an)

=gla)=1—a—e"

g (a) = -1+ e

g (@) = =\ <0

g0)=—-1+A>0

g (1) =—=1+Xe > <0 ( Etudier h: A — =1+ Xe™?)
g0)=0etg(l)=1-a—e <0



o | g —

Thm de la bijection : ’il existe un unique o* €]0, 1], tel que g(a*) = O‘

Remarque : il n’est pas utile de montrer que ¢’ s’annule, car comme g(1) < 0 ,9(0) = 0 et ¢’(0) > 0,
g admet forcément un maximum sur ]0,1]

8. On admet que |Cy] est le premier entier k tel que a; < 0
On cherche donc le premier entier k tel que f,, (k) <0
Siax>1
Sia > a*, g(a) < 0, donc pour n assez grand, f, (an) < 0 d’ou |Cy] < an
Si f<a*, g(B) > 0, donc pour n assez grand, f, (Bn) > 0 d’on |Cy| > Sn
Soit € > 0, pour n assez grand, (a* —e)n < |Cy| < (a* +¢&)n

|Cy] v~ a*n

Sia<1
pour n assez grand, fp(Inn) <0 d’on

’pour n assez grand, |Cy] < lnn‘

Cela donne la taille du cluster 1 et donc la proportion de la population infectée par I’agent pathogene.
On a donc monté que si A > 1, on obtient un pourcentage o™ infecté et si A < 1, une quantité négligeable
est atteinte



III.

Quelques propriétés d’'une marche aléatoire

9. D’aprés la définitions de K, Sk < 0et Sg_1 >0
Or Sk = Skx—1 + Xk et Xk prend ses valeurs dans {—1,0,1,.,m — 1.}
Donc S <0et Sg_1 >0 siet seulement si Sg_1=1et Sk =0

Donc’ K est le premier entier k tel que Sy = O‘

10. ®(z) = E (exp(z X)) = e "E (exp(z(Xx + 1)))
Par la formule de transfert : E (exp(x(Xy +1))) = D7, €/® (7]") @pm™ = (p+ge®)™

Jj=0

@) =" (p+ge)"|

O(z) <VU(x) <= mln(p+ge®) <mq(e® —1) <= In(1+q(e® —1)) < q(e® —1)
Or, Vu > —1, In(1 + u) < u donc en prenant u = ¢ (e* — 1) , on a bien I'inégalité demandée

11. On suppose mq < 1

a)

P(K = +OO) = P(Vk,Sk > 1) = P(mk21 (Sk > 1))

Dou 1> P(K < +00) > P (S, =0),Vk >1

Or S =1—k+XF (Xi+1)

Sp—1+k= Zle (X; 4+ 1) somme de var i.i.d. admettant une espérance égale a mq et une variance,
par la loi faible des grands nombres :

Ve > 0, limP(‘w 25>:0 ou limP(
k—o0 k k—o00
Sy —1+k
P ‘kk+—mq‘<€):P(—k5<5k—1+k—kmq<ka):P(l—k(l+€—mq)<Sk<
1—k(1—e—mq))
1 —mgq > 0, choisissons ¢ =1 —mqg >0
Pl—-k(l4+e—mq) <Sp<l—k(l—e—-mq))=P1—-2k(l-mq) < Sp<1) —1
D’ou klimP(Skzl):Oet Vk, 0< P(K=+400)<P(Sx>1)
— 00

D'ott P(K = +00) =0

Sk—1+k
k

—mgq —mq'<5>:1

| P(K < +00) = 1]

V() = (~1 4 mge?) ¥(a)

’ U est minimale en z* = —In(mgq) > 0 ‘

U (2*) = e~ avec § = mq — 1 — In(myq)
0>0 (étudedet —t—1—1Int)



c)

My, — My—1 = exp(x*Sk + 0k) — exp(x*Sk—1 + 0k — 0) = My_1 [exp(z*(Sk — Sk—1) +0) — 1]
E(Lg>k-1) (Mr — Mi_1)) = B(1(g>p—1)Mp—1 [exp(z* (S — Sk—1) +0) — 1])

My, fonction de X1, .., X1

(K>k—-1)=(51>0,..,5:_2 >0) dou 1(K2k71) fonction de X1, .., Xx_o

D’ot 1(g>k—1)Mg—1 fonction de X, .., Xx—1

exp(z*(Sk — Skg—1) + 0)) — 1 fonction de X},

D’ou par indépendance :

E (L(rsk—1) (M — My—1)) = B(1(x>p—1)Mp—1)B(exp(z*(Sk — Sk—1) +6) — 1)

Pour les mémes raisons, comme (K =k —1) = (S; > 0,..,Sk_2 > 0,S,_1 =0)

E (L(p—1) (M — My_1)) = BE(L(g—p—1)My—1)E(exp(z* (Sk — Sp—1) +6) — 1)

E (Lksr) (Mg — Mp—1)) =B (Lgsp—1) (My — Mp_1)) — E (I(K k1) (My, — My_1))
E (1(K2k) (Mk - Mk—l)) = E(exp( (Sk - Sk 1) + 9 - 1) [ (K>k— 1)]\4}g 1) - E(l(K:kfl)Mk—l)]
B (1(xzr) (My — My—1)) = B(exp(z*(Sk — Sk—1) +6) — 1)E(1(K>k)Mk 1)

E(exp(z*(Sk — Sp_1) +0) — 1) =& (") e? —1< T (z*)e? —1=0

E (L(gx>k) (Mg — M—1)) <0

B (Liczr) (M — Mi—1)) = Y000 B (Laezn M) — ZkN 1B (Lezi Mi-1)
bt B (L) My = M) = 55000 B (Laezi M) = X050 B (L) Me)
B (s (My = Mio1)) = X300 B (Lt Mi) = B (Laez1)Mo) +E (Lo n1) M)
>, B (L= M) = B(Mo) + 3420 B (L) (Mi = My—1)) = B (I n+1)My) < E (M)
On admet que E(Mg) = E[> 07, LxeryMr] = Ypei E[1(x=)My] ( interversion espérance et
sommation)

]E(MK) gE(MO)\

sz 1(K:i)Mi

Yook Lix=iy exp(x*S; + 0i) = 377 1= exp(0i) car si K =,5; =0
> 30725 =iy exp(0k) = exp(0k)1 (x>
(M) > B (Mg lix>k)) > exp(0k)P(K > k)
(exp(z7)) = exp(z”)

Mgl x>k
Mg 1 (k>
Mgl x>k
B (Mo) =

) =
k) =
®)
E

E (M) =E

| P(K > k) < exp(a” — 0k) |




12. On suppose mq > 1

a)

Uest décroissante sur J-0o, — In(mgq)[ et croissante sur | — In(mgq), +o0]
—In(mgq) <0 et ¥(0) =1 donc ¥ (—In(mg)) <1 et im¥ = +o0

z —y*(mgq) —In(mq) 0

+00
() \x\ - !

Par le thm de la bijection, 3ly* (mq) > 0 tel que ’ U(—y* (mq)) =1 ‘

U, (x) =exp(—z + a(e® — 1))

Soit 1 < v < &’

Uo(—y* (o)) = exp [(a —a) (e_y*(a/) - 1)} >1

Val(-y* (@) =1

Or d’aprés le tableau de variation de sur R™, ¥, étant décroissante sur ]-co, —In(a)[, on en déduit
que —y* (@) < =y (a) dou y* (/) > y* (a)

y* est une fonction croissante sur |1, +oo[‘

k=1 k=1
> E[1gse (M}, — Mj_y)] = 3 B1g—kM;] + E[1x>i11 M]] — B [Mg]
k=1 k=1

SiK =k Sp=0douE[lx_yM] =E[lx_s] = P(K = k)

E(1g>it1M[] >0

B —exp (ot (ma)

LE [lxsk (M} — M|_,)] = 3 P(K = k) — exp (—y* (mq))

=1

Or 32 B [Licsi (M} — Mj_,)] <0 don 32 P(K = k) — exp (~y" (mq)) < 0
k=1 k=1

P(K < +00) = lim P(K < i)

11— 00

P(K < +o0) < e ¥ (ma)

On suppose que Sy = j, alors P (K < +o00) = P ((KU™Y < 400) N (KU < +o0) N..N (K® < +00))

En effet (K < 400) = (K < +00) C ... € (KUY < +00)

P(K < +00) < P (K < 400/K" < 400) P (KM < 400/K® < 400) ...P (K™ < 400/KU™1) < 400) P (K
P (KW < 4+00) =1

P (K@ < 400/K+Y < 400) < exp (—y* (mq)) . En effet, on "démarre" & i+ 1 et on veut obtenir 4,

cela revient & supposer a l'aide d’un changement d’origine, que Sy = 1 et on cherche le premier instant

ou S, =0 ‘

D'ou P (K < +00) < exp (—y* (mq))’ = exp (—y* (mq) j)



S est maintenant une variable supérieure & j :

P (K < +00) = ',:(:X;P(So =k)P (K < 4+00/Sg = k) avec P (K < +00/Sy = k) < exp (—y* (mq) k) <
exp (—y” (mq) j)

P (K < +00) < exp (—y* (mq) ) 3125 P (So = k) = exp (—y* (mq) j)

P(K < 400) < e ¥ (ma)j

13. On suppose mq > 1

a)

d)

e)

St—So+k=(X1+1)+..+ (Xr+1) — B(km,q) comme somme de binomiales indépendantes

km
E (exp(z (Sk — So + k) = 3 (*7)g'p"™ e ( formule de transfert)

i=0

E (exp(z (Sk — So + k) = (ge® +p)*™ = exp (km In (ge® + p))

In(ge®* +p)=In(1+q(e®*—1)) <g(e* —1) car In(1 +u) < u pour u > —1
D’ou E (exp(z (S — So + k)) < exp (kmg (e* — 1))

’E (exp(z (S — So + k)) < exp (mgk (e* — 1)) ‘

E(Y
Inégalité de Markow : SiY > 0,et a >0, P(Y > a) < Q
On pose ici Y = exp(z (Sk — So + k) > 0 et a = exp(2xmqgk) > 0
P(Y >a)=P(Sr—So+k >2mgk) car z > 0
E(Y) < exp (mgk (e* — 1))

k(e*—1
Dot P (Sk — So + k > 2mah) < SRmak (e = 1))

exp(2zmagk)

’Pour x>0, P(Sk—So+k>2mgk) <exp(mgk(—2z+e* —1)) ‘

Soit t =In2, —2rx+4+e*—1=1-2In2<-1/3

k
exp (mgk (—2z +e® — 1)) < exp (_mg)

P (S —So+ k > 2mqk) < exp (_m;]k:)

2
Par la formule de Taylor-Lagrange : Vo <0, e* <1+2x+ %

En reprenant la variable Y définie dans le b. et a = exp((1 — a)zmgk)
P(Y>a)=P(Sp,—So+k<(1—a)mgk) carx <0

- exp (mgk (¢” — 1))
_ <(1- <
Dot P (Sk — So +k < (1 — a)mgk) < exp((1 — a)zmgk)

’Pour <0, P(Sk—5S0+k<(1—-a)ngk)<exp(mgk(—(1—a)r+e*— 1))‘

Soit z = —a <0
2

—l-ar+e"—1=e— (14 (—a)+ (-a)?) < %
P(S; —So+k < (1—a)mgk) <exp ( a%;qk)




IV.

Taille du plus grand cluster lorsque A<1

14. On définit la variable X par :
Si N =k, alors X = X1 +.. + X}
X/N =k — B(k,q)

15.

16.

a)

| X < Bin(N,q)|

*S():Aoil

*On peut remarquer que la formule donnée pour k < K, est aussi valable pour k = Ky car alors

AkzoetAk71:0

Si k < Ko, Zf:l (Si—Si—1) = Sk — 1 = Zle (A — A1) + Zle lA:i[lH_lXi,z = A, —1+

k Aiq14i-1
Zz’:l =1 o X
D’ou Sk 2 Ak
Sik < Ko, Sp—Sk1+1=B+ S X,
A
By, — BZ?’L(?’L —k+1—A;_1, 7)
n

e , A
Aeth=l Xy < Bin(k — L+ Ager, 7) (cf 14)

_ A
et par indépendance, By + Zﬁl‘ﬁk ! Xi 1 — B(n, =) (cf résultat admis)
n

S — Sp_1+1— B(?L

S>>

Les Z; ; étant indépendantes et les By, étant construits a partir d’une partition (aléatoire) des Z;

obtient I'indépendance des Sy — Sp_1 + 1 et donc des S — Sk_1 + 1

*Sik < Ko, St —Ar = Sim1 — Aoy + 2 T X 2 Simn - Ay

Donc (S — Ag) et croissante tant que k < Kj

Remarquons que la réponse a la deuxiéme question découle du résultat de la quatriéme

On a déja montré que S > Ax >0
Or K est le premier entier k tel que S = 0, donc

Si on note Xy = Sk — Sk_1, on a les hypotheses du III avec m = n et ¢g=

mg = A < 1, on peut donc utiliser les résultats du 11 : P(K > k) < exp(z* — 0k)
1+¢

S|

Notons k = [ In n} + lou [z]désigne la partie entiére de x

P(K >

1+e 1+e
7 Inn)

Inn) < P(K > k) <exp(z* — 0k) < exp(z* —0 7

1;€1nn)Sexp(z*f(lJrs)lnn):eXp(w L

nlte — A\plte
1 1
Or |Ci] = Ky < K don P<01| > gslnn) - P<K0> ;6lnn> < P(K >
P(K > k)

P(K >

1+e¢ 1

1+¢

NE on

lnn) <



1 1
b) Par role symétrique des clusters, P <|C’1| > % In n> =P <C’1| > ;6 In n)
1
Notons E ="3i € {1,..,n}, tel que |C;| > e

1 1
P(E) = P (ui_l,,n [ci > ZS 1nnD <P (|oi| > ;5 lnn)

1+e¢ 1
0< P(E) <nP <|C1| > 1nn> =5

Par le thm des gendarmes :

1
lim P <”3i € {1,..,n}, tel que |Cy| > 7+€ lnn”> =0

n—o0 0

17. Si un seul individu est infecté au départ , le nombre d’individus infectés est la taille d’un cluster.
Dans une grande population, avec une probabilité proche de 1, chaque cluster a une taille négligeable ( en
Inn) par rapport au nombre d’individus (n) si le nombre moyen de voisins de chaque site est strictement
inférieur a 1.
En effet le nombre moyen de voisins est (n — 1)p «~» A < 1

10



