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EPREUVE DE MATHEMATIQUES
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Ce sujet comporte :
® 1 page de garde (recto),
® 2 pages (recto-verso) d'instructions pour remplir le QCM,
® 1 page d'avertissement (recto),
® 11 pages de texte (recto-verso) numérotées de 1 a 11
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ECOLE NATIONALE DE L’AVIATION CIVILE EPL/S 2011

EPREUVE DE MATHEMATIQUES

A LIRE TRES ATTENTIVEMENT

L'épreuve de mathématiques de ce concours est un questionnaire a choix multiple qui sera corrigé automati-
guement par une machine a lecture optique.

ATTENTION, IL NE VOUS EST DELIVRE QU’UN SEUL QCM

1)  Vous devez coller dans la partie droite prévue a cet effet, Pétiquette correspondant a I'épreuve que
vous passez, c'est-a-dire épreuve de mathématiques (voir modéle ci-dessous).

POSITIONNEMENT DES ETIQUETTES

Pour permettre la lecture optique de l'étiquette, le trait vertical matérialisant I'axe de lecture du code a barres
(en haut a droite de votre QCM) doit traverser la totalité des barres de ce code.
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2) Pour remplir ce QCM, vous devez utiliser un STYLO BILLE ou une POINTE FEUTRE de couleur

NOIRE.

3) Utilisez le sujet comme brouillon et ne retranscrivez vos réponses qu’aprés vous étre relu soigneuse-
ment.

4) Votre QCM ne doit pas étre souillé, froissé, plié, écorné ou porter des inscriptions superflues, sous
peine d'étre rejeté par la machine et de ne pas étre corrige.

Tournez la page S.V.P.
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5) Cette épreuve comporte 34 questions, certaines, de numéros consécutifs, sont lices. La liste des ques-
tions liees est donnée au début du texte du sujet.
Chaque candidat devra choisir au plus 24 questions parmi les 34 proposées.

Il est inutile de répondre a plus de 24 questions : la machine & lecture optique lira les réponses en
séquence en partant de la ligne 1, et s’arrétera de lire lorsqu’elle aura détecté des réponses a 24 ques-
tions, quelle que soit la valeur de ces réponses. '

Chaque question comporte au plus deux réponses exactes.

6) A chaque question numérotée entre 1 et 34, correspond sur la feuille-réponses une ligne de cases qui
porte le méme numéro (les lignes de 35 a 100 sont neutralisées). Chaque ligne comporte 5 cases A, B,
C,D,E
Pour chaque ligne numérotée de 1 & 34, vous vous trouvez en face de 4 possibilités :

P soit vous décidez de ne pas traiter cette question,
la ligne correspondante doit rester vierge.

» soit vous jugez que la question comporte une seule bonne réponse,
vous devez noircir I'une des cases A, B, C, D.

» soit vous jugez que la question comporte deux réponses exactes,
vous devez noircir deux des cases A, B, C, D et deux seulement,

P soit vous jugez qu’aucune des réponses proposées A, B, C, D n’est bonne
vous devez alors noircir la case E.

En cas de réponse fausse, aucune pénalité ne sera appliquée.

7) EXEMPLES DE REPONSES

Question 1: 12 +2?% vaut:
A)3 B)5 C)4 D)-1

Question 2 : le produit (-1) (-3) vaut :
A)-3 B)-1 C)4 D)0

Question 3 : Une racine de I'équation x> —1=0 est:
A)1 B)O C)-1 D)2

Vous marquerez sur la feuille réponse :
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Questions liées ;:

Exercice 1 : De la question 1) a la question 14) (Comprise)
Exercice 2 : De la question 15) a la question 27) (Comprise)
Exercice 3 : De la question 28) 2 la question 34) (Comprise)



Exercice 1 :
R note 1’ensemble des réels. On se place dans RxR=R? et on consideére
e N> > R? — .
I’application £ : . On muni R"de sa base canonique B.
: (X9Y)_—>(3X_Y5_X+3y)

Question 1 :
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies :

a) festun endomorphisme de R

b) fn’est pas linéaire car par exemple f (2,1) #= 2f(1,1)

¢) Imf=Ret tout endomorphisme surjectif d*un espace vectoriel quelconque étant
bijectif f est un automorphisme

d) Kerf={(0,0)} et tout endomorphisme injectif d’un espace vectoriel de dimension
fini étant bijectif f est un automorphisme

Question 2 : Si C et C’ sont deux bases de >, on notera mat(f,C,C’) la matrice de f dans les
bases C (base de I’ensemble de départ) et C’ (base de I’ensemble d’arrivée)
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies :

-1 3
a) Mat(f,B,B)=( 3 _1)

3 -1

b) Mat(f,B,B)=( | 7 j

) B’=((3,-1),(~1,3)) est une base de R*puisque f est un automorphisme
0 1

d) Mat(f,B,B’)=(l Oj

Question 3 : On souhaite résoudre I’inéquation d’inconnue A € R : Rang (f - Md) <2ould

note I’identité de R’.
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies :

a) Rang(f-Ald)<2< (3-A)*+1=0
b) Rang(f —Ald)<2 < (1+4)*—9=0
c) Rang(f-Ald)<2 < A=2et A=4
d) Rang(f-Ald)<2 & A=-2 ouA=4
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Question 4 : Le théoréme du rang permet de dire que pour un espace vectoriel E de dimension
fini et g un endomorphisme de E :

a) dimkerg+dimImg <dimE
b) kerg®Img=E

c¢) dimkerg+dimImg=dimE
d) dimkerg+ Rang g =dimE

| Question 5 : En utilisant ce théoréme du rang on peut affirmer que —|

a) Rang(f —Md) <2< Jue R fu)=ru
b) Rang(f —AId)<2 = 3Jue R* flu)=Au
¢) Rang(f-Ald)<2<3ue K%, fu)=Au
d) Rang(f -AId)<2 < Jue R, u = (0,0), uy=ru

Question 6 :
Soit (o,B)e R, 00 # B , soient ue R* tel que fluy=au et ve R? tel que f(v)=Pv
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies :

a) uet v sont nécessairement liés

b) u et v sont nécessairement libres

¢) (u,v) est une base de R’

d) On ne peut pas savoir si (u,v) est une famille libre ou liée car cela dépend des
valeurs de (a,B)

Question 7 : Soit o € R, soient ue R* tel que flu)=cu et ve R tel que f(iv)=av
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies

a) Nécessairement u=v
b) (u,v) est nécessairement liée car dimker(f —ald) <1

¢) (u,v) peut étre une base de R’ si cette famille est libre.

d) On ne peut pas savoir si (u,v) est une famille libre ou liée car cela dépend des valeurs
de a




Question 8 :

Soit B’=((1,1), (1,-1)). B’ est clairement une base de 2. On appelle Pass(B,B’’) la matrice
de passage de la base B a la base B”’.
On peut alors affirmer que :

a) Pass(B,B’*)=Mat(Id,B,B*’)
b) Pass(B,B”*)=Mat(Id,B”’,B)

1 1
c) Pass(B,B”)=(1 _1)

1{1 1
d) Pass(B,B’’)= 5(1 _1]

Question 9 :
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies

a) Mat(f,B,B)=Pass(B,B’’)Mat(f,B’’,B’*)Pass(B,B’*)
b) Mat(f,B,B)=Pass(B’’,B)Mat(f,B*’,B’*)Pass(B’’,B)

) M t(fB” B”)—
C aul, P
0 4

d) Mat(fB” B”)—
? 9

Question 10 : IN note I’ensemble des entiers naturels.
| Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies

a) VkeIN, [Mat(f,B,B)] =[Pass(B,B")|[Mat(f,B", B")[* [Pass(B,B")[*
b) VkeIN, [Mat(f,B,B)] =[Pass(B,B'")Mat(f, B" B")]k [Pass(B,B'")] car
0
0 1
) VkeIN, [Mat(f,B,B)[ =[Pass(B",B)[Mat(f,B",B")]* [Pass(B", B)] car
10
0 1

[Pass(B'",B)[Pass(B",B)] = (

[Pass(B",B) [Pass(B", B)] = (

) VkeN, [Mat(EB,B)J =( 3* (—1))

SV
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| Question 11: Soit ne IN . La formule de Taylor avec reste intégral permet d’écrire que :

a) Pour une fonction h, n fois dérivable sur un segment [a,b],
-1

n-1 (k) b 4\
h(o)= 3 (o-a) h k!(a) + (l(’n _t)l)! B (t)dt

b) Pour une fonction h, n fois dérivable sur un segment [a,b] , dont la dérivée ni¢me est
continue sur [a,b]

_n_l _ kh(k)(a) b(b—t)n_1 (n)
h(b)—g(b a) o +;[(n—l)! h™ (t)dt

¢) Pour une fonction h, n fois dérivable sur un segment [a, b] R

_$ W@ -0
h(b)—é(b—a) o +aj - h®™ (t)dt

d) Pour une fonction h, n fois dérivable sur un segment [a, b] , dont la dérivée niéme est
continue sur [a,b]

h(b) = :z:;(b ~a)f h(kl;(a) + | (® ;’t) h® (t)dt

Question 12:.Soit ne IN . Le théoréme de la moyenne appliqué au reste intégral de la question
précédente permet donc d’écrire :

a) Pour une fonction h, n fois dérivable sur un segment [a,b], 3c e I, b[
n-1 (k) o)t
h(b) =Y (b-a) h™(@), b-2)" ;@ ()
= k! (n-1!
b) Pour une fonction h, n fois dérivable sur un segment [a,b], [a,b], dont la dérivée
niéme est continue sur [a,b],3c ]a,b[
5 ®) el
h(b)=> (b-a)" h™ (@), b-a) yw (c)
Py k! (n-1)!
¢) Pour une fonction h, n fois dérivable sur un segment [a, b], dce ]a, b[

n-1 (k) —q)?
h(b) = Z(b _a)k h k'(a) + (b n'a) h®(c)

d) Pour une fonction h, n fois dérivable sur un segment [a, b] R [a, b] , dont la dérivée
niéme est continue sur [a,b],3c e ]a, b[

n-1

h(b)

(b_a)k h(kl;(a) = (b—'a)n h® (c)
! n!

k=0



l Question 13: On peut déduire de la question précédente 1

X< X
a) dceR,VxeR,e"=) —+—¢°
o k! n!
n-1 Xk xll
b) VxeR,Ice R,e* =) —+—=¢°
iw k! n!
n Xk
c) VxeR,e" =1lim ) —
n—>-+o0 4= k!

iy ; 5
d) e =lim Z—k—' mais seulement si |x| <1
k=0 P

n—>+o0 1™

Question 14: Si A est une matrice carrée a coefficients réels on définira I’exponentielle de la
' k

A
matrice A comme étant exp(A) = lim Z——' si cette limite & un sens.

n—>+e0 £~
; 2 0)) (e 0
(), 4 =
Pl 4)]7 o e

2 0 '
b) exp 0 4)) n’est pas définie car 2>1
) 3 -1 e3 e—l
c) exp =
Pt 3 )L &

5 3 —1))_4( ch®) —sh()
o ®l=sh®) ch(D)
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Exercice 2 :
IN note ici ’'ensemble des entiers naturels. On s’intéresse aux suites (u,, )oeny définies

par les données de u,un réel et la relation :

vnelN,u,, = un[un +1)
n

Question 15 :
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies :

a) VnelN',u, >0

b) VnelN,u, 20 < u, >0

¢) VnelN,u, 20«<u, 20

d) VnelN,u, 20<u,>00uu, <-1

Question 16 : Dans cette question nous supposerons que (un )neIN converge vers une limite A.
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies :

a) Nécessairement A=0

b) On ne peut rien savoir de A puisque la limite de — peut étre indéterminée.
n

c) Nécessairement A=1
d) A=+oosi (u, )neIN croit plus vite que (n),

Question 17 : Dans la suite de ’exercice, on défini la suite de fonctions (f, )nem* par :
Pour tout x réel positif, f,(x) =x

Pour tout n entier naturel non nul, pour tout x réel positif ,f,,, (x) =1, (x)(fn x)+ l)
n

Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies :

a) VnelN',VpeIN',f (u,) est défini

b) Pourque VneIN',VpeIN',f,(u,) soit défini il suffit que u, >0
¢) Siu,>0, VnelN',u,,, =1, (u,)

d) Siu,>0,VnelN',u,, =f,(u,)




Question 18 : Dans toute la suite de I’exercice on considérera que u, > 0

Parmi les assertions suivantes, lesquelles peuvent étre démontrées:

a)

b)

©)
d)

vn e IN',f, estune fonction indéfiniment dérivable et strictement croissante sur
[0,+ o[

vneIN',f, =0

Vn € IN",f, est une fonction polyndme de degré n

Vn e IN",f, est une fonction strictement positive sur J0,4oof

Question 19 : Quelles formulations du théoréme des valeurs intermédiaires sont correctes
parmi les suivantes :

a) Si fest une fonction continue sur un intervalle [a,b] et si f(a).f(b)<0 alors il existe
un unique réel x, a<x<b tel que f(x)=0
b) Si fest une fonction strictement croissante sur un intervalle [a,b] alors pour tout
o€ [f (a),f (b)], il existe un unique réel x, a<x<b tel que f(x)=a
c) Sifestune fonction continue et croissante sur un intervalle [a,b] alors pour tout
o € [f(a),f(b)] il existe un réel x, a<x<b tel que f(x)=a
d) Si fest une fonction continue sur un intervalle [a,b] et dérivable sur Ja,b[alors il
existe un unique réel x, a<x<b tel que f(x)=0
, Question 20 :En utilisant un théoréme des valeurs intermédiaires on peut justifier : —l
S , ACRESER,
a) VneIN’, il existe un unique couple de réels (o,,B, ) tel que n et
f,(3,)=1
deplus O<a, <P, <1
o (,)=1-~
b) VneIN’, il existe un unique couple de réels(a,,B,) tel que 4 ** ™ n et
f,(3.)=1
deplus1>a, >f, >0
* . . z fn (an ) =1- l
¢) VnelN ,ilexisteun couple des réels (ocn, Bn) tel que n et de plus
fl’l (pll ) = 1
0<a, <B, <1
* . " . , f N ((xn ) =1- l
d) VneIN, il existe un unique couple de réels (o, ,B, ) tel que n et
f,(3,)=1

deplus1>a, >B, >0
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Question 21 :En question précédente on a montrer I’existence de (ocn ; Bn) tel que
1

£, (a“ =1= 1 . Pour n entier naturel non nul.
f,(8,)=1
Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?
rf (a,)<1 L
a) Jton a, )< _m
f,(8.) <1
( 1
b) J fn+l(an)< 1 —Il_‘l'l
£, (B,)>1
( 1
C) J fn+1(a'n)> 1 _TH
£, (B,)<1
1
d) an+l(a‘n)> 1 _m
LG)>1

[ Question 22 : Quelles formulations parmi les suivantes sont correctes:

a) Une suite monotone et majorée converge
b) Une suite monotone et bornée converge
¢) Une suite croissante admet une limite, éventuellement infinie

d) Une suite décroissante et majorée converge

LQuestion 23 : Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?

a) (o, )nem, et (B, )nem. sont deux suites croissantes

b) (o, )nem. est croissante et (B, )nem‘ est décroissante
c) (o, ),.ne st décroissante et (B. ), st croissante
d (o, ), et (B, )nem, sont deux suites décroissantes



l Question 24: Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ? J

a) (o, ) ¢ converge car c’est une suite croissante et que Vne IN", o, <P,

b) (o, ), converge car c’est une suite croissante et que Vne IN", o, <1

c) (ocn )nem* et (Bn )nem* sont convergentes vers L et L’ respectivement et comme
VneIN',a, <B,, L<L’

d) (o, ) e et (B, )nem* sont convergentes vers L et L’ respectivement et comme
VneIN',a, <B,,L<L’

Question 25:
Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?

a) VneIN',l——l-sfn(L)sfn(L') <1
n

b) VnelN*,l—len(L')<fn(L)<1
n

¢) L<I
d) f (u)—f,(L) estdusignede u, —L

Question 26: On supposera que u, <L
Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?

<]

) (u, ), est croissante

b) (u,),.y est décroissante
¢) (u, )nEIN converge vers 0
d) (u,)._ converge vers 1

Question 27: On supposera que u, > L
Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?

(u,)._, est croissante

8 £

(u, o €St décroissante

o
—

)
(un )neIN converge vers 1
d) (un )neIN diverge
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Exercice 3 :

Le but de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions f définies et continues sur
I’ensemble des réels R et vérifiant :

Pour tout réel x, f(2x) = _[(x -t)f2t)dt+1 (P)
0

[ Question 28: Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?

a) _[(x —t)f (2t)dt est définie pour tout réel car t — (x —t)f(2t) est définie sur R
0
b) I(x —)f (2t)dt est définie pour tout réel car t — (x —t)f (2t) est continue sur R
0
c) P:x— I (x —t)f (2t)dt est dérivable et ¢'(x) = xf(0)
0

d) o:x—> I('x —t)f (2t)dt est dérivable si et seulement si f est dérivable
0

Question 29: Dans la suite de I’exercice f vérifie la propriété (P)

Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?

a) festindéfiniment dérivable sur R
b) Vxe R, f'2x)=(x-x)f(2x)=0

) Vxe®R,f'(2x)= xjf(zt)dt xf(2x)

d) VxeR,f'(2x) =% ff(zt)dt
0

K)uestion 30: Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?

a) Vxe R, f'"(x)=1f(x)
b) Vxe R,f"(x) =%f(x)

c) Vxe R, f"(x)=4f(x)
d) Nécessairement, Vx € R,f(x)=f(0)=0

10



IQuestion 31: On peut alors affirmer qu’il existe un couple de réel A et B tels que :

a) VxeR,f(x)=Ae* +Be™
b) Vxe R, f(x)=e*(Acosx +Bsinx)
¢) VxeR,f(x)=Ae”™ +Be™

d) Vxe R, {(x)=e 5(Acos§+Bsin§)

lQuestion 32: En calculant directement f(0) on peut affirmer que :

a) f(0)=0
b) f(0)=1
c) A+B=1
d) A=0

LQuestion 33 : On peut donc en déduire qu’il existe un réel A tel que

a) VxeR,f(x)= Ash@) te 2
b) Vxe R, f(x)=Ae*sinx
¢) Vxe R, f(x)=1+Ash(x)
d) VvVxe®R, {x= Ash(x)+e o

fQuestion 34 : On peut donc affirmer que :

a) Les solutions a I’exercice sont les fonctions définies par Vx € R
f(x)= Ash[%) +e 2 ou A est un réel quelconque

b) Les solutions & I’exercice sont les fonctions définies par Vx € R f(x)= Ae*sinx
ou A est un réel quelconque

c¢) Seule la fonction définie par Vx € R f(x)=ch (32(-) est solution a I’exercice

d) Iln’y apas de solution & I’exercice.
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