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ESPRIT DE L’EPREUVE

B ESPRIT GENERAL
Vérifier chez les candidats I'existence des bases nécessaires pour des études supérieures

de management.

Apprécier I'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et I'appliquer

(théoréme)

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

B SUJET

Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme.

B EVALUATION

Exercices de valeur sensiblement égale.

B EPREUVE

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé,

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en évidence
les principaux résultats, a respecter les notations de I’énoncé, et a donner des

démonstrations complétes (mais bréves) de leursaffirmations.
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EXERCICE 1

Partie A

1. On remarque que £ = {zA +yB. (z.y) € RQ} = Vect(A, B).
Ainsi F est un sous-espace vectoriel de Adg(R). dont (A, B) est une famille génératrice. Cette famille est

libre car A et B ne sont pas colinéaires. On en déduit que (A, 8) est une base de F, et done .

3 -2 2
2, Tout d'abord : A= -1 4 —2| et notons X =

€ Maa(R).
o 4 -1

[N = ]

r—y+2z=1x 2r—2y+22=10 I 1
AX =X = ¢ —r+dy—z=y = —r+3y—-2:=10 ‘:\{.,I—..Lr =X =r| -1
dy—z=1=x dy—2z2=10 *

1
Ainsl, 1 est bien une valeur propre de A et on Fq(A) = Vect (—l) .

—2
L ]
3r—2y+22=2r T—2y+22=10 ] _9
AX = 2X =— —r+dy—22 =3y — —r+y—22=0 = 32; == X = % 3
'19' —z=2z -'J_t,l' —32=0 Ir = —? - 4

-2
Ainsi, 2 est bien une valeur propre de A et on a Es(A) = Vect ( 3 )

3r—-2y+22 =3z —2y+2z=0 L 1
AX =3X = —r+dy—2z=3y = 4{ —r+y—2z=10 “::-{J:g_u e X =r|-1

dy—z=32 dy—4z=0

1
Ainsi, 3 est bien une valeur propre de A et on a Es(A) = Vect (—1)
1

3. On choizit une base de vecteurs propres en prenant les trois vecteurs propres précédents:

1 -2 1
Ainsi P = (—1 3 —1) . La formule de changement de base donne :
-2 4 -1

1 00
A=PDuP lavecDy= {0 2 0
0

(i 3
1

P1=11
9

4. Aprés calcul, on a

o B ]
-
e
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5, Calculons : BX1 =0, BXa = —Xa et BXg =—-X35.
On en déduit que Xy, X, X'y sont ézalement des vecteurs propres pour B (ear ils sont bien non nuls). On
a donc obtenu une base de vecteurs propres de B : B est diagonalisable dans la méme hase que A.
Les valeurs propres associées sont 0, —1, —1. Ainsi :

o 0 0
B = f"f.]'j_:rfl_i avec D=0 -1 0
o o0 -1

6. Soit (z,y) € B! conatMzuy=rA+yB = 1'.F-‘D,1P_] +yPDgP ' = PlzD4 + yi),r;}f-"l.
L] 0 0
En posant D(z,y) = Dy +yDp = |0 2z —y 0 ., on obtient : M{z,y) = PD(=z, yjf—‘_] avec
0 0 3r—vw
Dz, y) qui est diagonale.

. Soit [z, 4] € B!,

=]

Mz, u) est inversible <= D{=x,y) est inversible
= rZ02r—yZ03z—y#0

#. Calculons :
B? = PDrP 'PDgP!
= PDRP!

P(—Dg)P!
= —B

Comme E est un sous-espace vectoriel de AMs(R), on en déduit que —F € F donc .
De la méme fagon, A? = PDy P!
A e F e= J(r.u) e R, A% = M(z,v)
= J(r,y) e B2, D} = Diz.,v)

1=z
= 3{13;]51112:{ 4=2r—y
O=3r—vy
1=z
= 3(z.v) F_]RE:{ y=—2
uw=—6

Ce systéme n'a pas de solution : .

Partie B

1
1. Xg=1|0
0

3 4 -1
2, Pour tout m € M, on a X9 = CX, avec O = (—-1 -5 1 ) = M1,3).
-6 —8 2
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3 Pourm=0,oma v = I3, donc on a hien Xp = (.‘{'.‘fu.
Pour n = 0, supposons qu'on ait X,, = C™Xp. Alors X201 = OX, = O = O™Xp = C"H A,
*ar récurrence, on a donec que : WYn € M, Xno = C"Xo.

4. On obtient alors, pour n 2= 1 :

X, =C"Xy=(PD(1,3)P 1" Xy = PD(1,3)"P~' X

1 0 0 1 —2(—1)" 0y [1 1 —2(—1)"
=pPlo (-1 o)l P 'Xp={-1 31" of|1]=[-1+3-1)"
0 0 0 -2 4(-1p of \2 —2 + 4(—1)"

On en déduit :

ap = 1—2(—1)"
Vnel*, { b,=—1+3(—1)
n = =2+ 4(—1)"

La formule n'est pas valable pour n = 0.

EXERCICE 2
1

1+ =2
e gp est continue sur son en:;e)mhle de définition.
s go est décroissante comme composée d'une fonction croissante (z — (z + 1)) et d'une fonction
décroissante (u — 1/u).
o gpir) — OF .
I—100

1. (a) Pour z € Ry, goiz) =

o gy est dérivable et gf(0) = —2. L'équation de la tangente en 0 est done y = —2x + 1.
I 0 +0oa 14
L ] -I j.'
g0() \ —
0| of ;1

(b) Soit n € M* . g, est dérivable comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’an-

nule pas.
n{ln{1 + =)™t — 2{In(1 + =)™
(1+x)3 '

Omn obtient pour = 2 0 : g/ (z) =

(In(1 + )t _
ﬁ =0,ona:

Comime glrz0e==nz2nfl+ 1|

Ainsi : g, est croissante sur [0, e™? — 1] et décroissante sur [¢™? — 1, 4o,

. (In(1 + z))™ . (In{ X)) . .
Deplus, lim ————— = lim ——5— = () par croissances comMparees.
T—++oo |_‘] —;‘I":I' Xa4oo X

ANNALES DU CONCOURS ECRICOME PREPA 2015 : EPREUVE MATHEMATIQUES ECONOMIQUE - PAGE 5

Les sujets et corrigés publiés ici sont la propriété exclusive d’ECRICOME.

lls ne peuvent étre reproduits a des fins commerciales sans un accord préalable d’ECRICOME.



CRICOME

=
PREPA

PREPARATOIRE

(e] Tracons le tableaun de variation de g, :

T 0 g2 _q +e0
() + o -
M,
Inlx) / \
1] 0
e a3 o em2 B N L) ( n )“
On obtient donc un maximum en ™= — 1 et Mp = ga(e™= — 1) = ez —(\ze) |
Caleculons  lim M, :
n—+ oo
iy n
M, = (;) = BXp (n In ;) n.—r_+?:h'_'
(d)
GnlT) ] 472 (In(z+ 1))" gra  (Im(z+ 170"
L = gulT).ree - < w(r4+l)t=
1__ Gnl ) T—++oo (r + I:I:L [ +1 [+ ]]|-."':L
=/ \ \
¢ i (In(z + 1))" . (In X )™ 0 . .
g —_— = —_— = Al CTOISSANCE ¢ Aree.
et lim EESILE k—]rn+'1 X172 PAr CTOSSANCE COMPATEE
. . 1
On en déduit que : |gelz)= o (ﬂ) .
: T—4foo | N
2. (a) Etudions Iy . Soit A = 0.
A A 1 1 A
pl(r)dr = —dr = [——— 1
/.; %o(z) /.; 1+z)? [ I—:-]D Ao
Ainsi, Jp est convergente et .
(B) ® g, est une fonction continue et positive.
) 1
[ ] = —_—
gnlx) .:—rffll--.-cu =2 )
+co
. [ —= est convergente.
; 2
+ oo +oo
On en déduit : [ Gn(z)dr est convergente et done [, = [ ol r)dr aussi.
J1 Jo
(c] Soit A =0.0Ona:
A A []I]Irl _J.:I:In.—]
Jpyi(x)dr: = [ — s
Jy st = [
; . A A
(In(1+ =)y~ A n(1 + )™
_ [‘_" TTr —] +n+1) / B0 e par PP
1+ o J0 [1 + x)

Par passage 4 la limite, on obtient : |In+1 =(n+ 1)1, | .
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(d) On a bien fy =1 =0
De plus, si on suppose I, =n!, alors [, = (n+ 1), = (n + 1)L
Ainsi, par récurrence on a bien : Vn € M, In = nl
3. (a) » fy est positive sur B.
e [, est continue sauf éventuellement en 0.

00
e [Vaprés la question précédente, [ fralx)de est convergente et vaut 1 d'une part, /.ﬂ falz)dr
40 o —oo

4o
converge et vaut 0 d'autre part, donc [ fa(z)dr converge et vaut 1.
—oo

Done f, est bien une densité de probabilité.
+oo
(b) X, admet une espérance si et seulement si f T fn(x)dx est absolument convergente.
—oo

r(n{l + =)  (In{l+x))"

Or, pour = = 0, |zfa(z)| = LOr, apartirde r 2 e— 1, on a

[1 + I‘}E —++oo T
. In{1 + =)™ 1 T dx . L.
In{1 +x) = 1, donc lorsque = — +oo, [I+]] = p et / — est divergente donc par critére
- - i

+oo
de comparaison puis d'éguivalence pour les fonctions positives, / |7 frix)|dr est divergente. On
J40
en déduit que X, n'admet pas d'espérance.
(c] Soit < 0etnz0,onaF,(z)=0

(d) Soit = > 0. On a { Fo(z) = 5 i;- _
(8] Soit » 206t ke M.
) T (In(1 + t})* (In(1 + t)1F]* [= k(In(1 + )1 (In(1 + z))*
oy [Fn0ee)k [ (n(l+o)k (et (nf S
k() [.:, K1+ 1)? BA+t) o Jo ~ K(1+1) Rtz |
(In(1+ )
Done : | Fi(z) — Fe_1(r) = —H

(f) En sommant, les relations précedentes pour & allant de 1 4 n, on obtient :

n

n # Wk PR
Falz) — Fa(z) = Z—M d'ott | Fyfr) = _Z (In{t +=))* 1

| 1 L] L
= EN1+x) = ENl+x)
E (1 + )y
g) Soit e BT . Ona: Z‘— — exp(ln(l+z)) =1+ Donc Fi(r) — —-1+1=0.
pr il E— 4o o kE—4oo
Pour r < 0,ona Fp(z)=0 — 0.
) k—+oo

(h) Comme la fonetion = — 0 n'est pas une fonction de répartition, (X, ),cn ne converge pas en loi.

4. (a) Comme X, prend ses valeurs sur R, ¥, =In(1 + X} est hien définie et prend ses valeurs sur B,
-0
Par le théoréme de transfert, ¥, admet une espérance si et seulement si [ In{1 + z) fu(x)dr est
o —oo

(b

absolument convergente. On a :

. In(1 4 x) fu(z)de =0 car f, est nulle sur B_.

of =0

Foe = (In(1 + x))"* Foe .
./t; Iln[1+r]fn[r]|dﬂf—_/|; Wdﬂf—[n'i'l)_/t; frst(z)dr =[n+1]
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Ainsi F(Yn) existe et | E(Yn) =n+1].

(e] ¥, admet une variance s1 et seulement s ¥, admet un moment d'ordre 2. Par le théoréme de transfert,
o
Y, admet un moment d'ordre 2 51 et seulement si j (In(1+x) ]Qj'nl_'J'jx est absolument convergente.

—D0

On a_:
. /.b In(1 + :r.']z_i"nl_'J']l}_c =0 car f,, est nulle sur B_.

o

]""": (In(1+ z))=+2
0 nl(1+z)?
o

(n+1)(n+ 2) frnea(zr)x
0
Ainsi E(Y;?) existe et E(Y,?) = (n+ 2)(n+ 1).

[ |In(1+ =) f(x)|x
Jo

On en déduit que V(Y,) = E(Y2) — (B(Y,))? :

(d) Soit e R .0Ona:
H.(z)=PY. <)
= Pln(1+ X,,) < 1)
= P(Xn = & — 1) car exp est croissante.
=F,(e*—1)
(e] DVaprés expression précédente de H, . on en déduit gue H, est continue sur B , C! sur B sauf
éventuellement en 0. Done ¥, est 4 densité et obtient une densité de Y, par dérivation :

g Ipn

halz) = e x fale"—1)= siz=0

1] ' S0
(f)} La densité de ¥y est :

.| eT sirzl
ho(x) = { ] sinon

On reconnait la loi exponentielle de paramétre 1. Sous réserve de convergence, le moment d’ordre &
de ¥y est donné par :

o
E(Yf) = f zFhy(z)dr

oo

+oc
=j ke Tdr
0

o
= j .‘f!hkljl'::'dJ'
i

+oo
- klhg(z)dz

[
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EXERCICE 3

Résultats préliminaires
1. Montrons que X et ¥ sont échangeables. Soit (1, j) € M2
P{X =i|n[¥Y =4]) = P{[X =i])P([Y =j]) car X et ¥ sont indépendantes
= P([X =i))P([¥ = i]) car X et ¥ ont la méme loi.
= P([X =4]n[¥ =i]) par indépendance

Ainsi, X et ¥ sont échangeables.

2, Montrons que X et ¥ ont la méme loi. Soit § & .

oo
PIX =i = Z P([X =in[Y = j]) car (Y = j)jen est un SCE
=0

Jln ¥ =d]jear X et ¥ sont échangeables

+oo
SILE
=0
= P(Y =1i) car (X = j);jcn est un SCE

Ainsi, X et ¥ ont méme loi.

Etude d'un exemple
3. (a)r t
function res = tirage ( b , n )
r = rand{ )}
if r< bf(b+n) then
ras = 2

alze

raes = 1
end
endfunction

:h’]l T
function [ = , y]= experiemce ( b , m , ¢ , wvariamte }
x = tirage { b , n }

if wvariante == 1 then
if x == 1 then
n = n+c
elza
b = b+c
end
glse if wariante == 2 then
1f x== 1 then
b=b+c
elza
n=n+c
end

¥ = tirage ( b , n )
endfunction
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(c])
function [ loiX , loi¥ , loiXY ]= estimationm ( b , m , ¢ , wariante , N }

loik = [ 0O , O]

loiY =L O , 01

leaY = [ 0 , 0 ; 0, 0]

for k =1:N
[ x . yl= experience ( b . n , ¢ , variante )
l1oiX  x ) = 1loiX ( x )+1
loiY ¢ y 3} = loa¥ ( y J)+1
loiX¥ ( x . v )= loiXY ( = , y )+l

end

loiX = loiX /N

loiY = loi¥ /N

loiX¥ = loiXY /N
endfunction

(d) ® Pour la variante 1, il semble que X et Y soit échangeables, non indépendantes.
# Pour la variante 2, il semble X et Y soient ni échangeables, ni indépendantes.

& Pour la variante 3. 1l semble que X et Y soient échangeables et indépendantes.

4. (a) IVaprés le protocole de lexpérience, on a : P(X =1) = i et P(X =2)= L
n+b A+ b
Y —1nY = 11— PIT — 1) e . ., m n+c
(b)) # PIX=1INn¥Y =1)=PX =1).Px(Y =1) = Py r———
« P(X=1NY =2) = P(X = 1).Pyoq(Y =2) = ——
’ ’ - b+nb+n+ec
b n
2 =2NY = = P =7 = " = = ——
s PIX=2nN% 1) = P(X =2).Py=a(} 1) I ra———
. b b+c
PIX=2NnY=2'=PIX=2)Pya¥Y =2)m — ——— .
* P ) \ J-Pr=al ) b+nb+n+c
(]
PY =1)= J”I:‘f’ =1NnX = 1::-+ P[T =1NniX= EII
_on n+c b n e
~“b+nbintec b+nb+n+ec (n+b)ib+n+ec) b+n
PY =2)= J”I:‘f’ =2NX = 1::- + P[T =2NX = EII

n b b b+c  HMnrn+e+h) b
b+n'b+n+ec bi+nb+n+c (n+b)(b+n+e) b+n
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n b
[ STE i - J._ = ahd =E.'-=——= J'_ :2 1Y = .
(d} On remarque donec : P(X = 1Nk Sy ra—— FPiX ) 1)

Ainsi| X et ¥ sont t'.*{:}mugt.*uh]eﬁ.|

n n+c
b+nb+n+ec

Par ailleurs, PIX =1n¥ =1) =

2
et PIX =11PY =1) = (L) . Résolvons :
i b+n

n n+c n O\’ n+c mn
b+nb+n+c - (h+n) = b—n—l—rrz b+mn
= (nt+ )b+ n)=nb+n+e)
= nb+n’ +ch+en=nb+n’ +ne
—ch =10

= c=0oub=20

Or cecl est exlu par hypothése, Ainsi | X et Y ne sont pas indépendantes,
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