Corrigé ECRICOME 2003 option ECONOMIQUE par Pierre Veuillez

EXERCICE 1

On considére ’espace vectoriel £ = R? et f ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base
. — — — .
canonique B = (€7, €3, €3) est la matrice A :

-2
A=

O = W
o O
N DN W

1. Calcul des puissances de A

1. Soit o € R et u = (z,y, z) alors

B—a)z—2y+32=0 L1—(3—a)l2

(f —ald)(u) =0 <= r—ay+2z=0
(2—a)z=0
(aB—a)—2)y+B3-2B—-a))z=0 L1—(3—a)L2
<~ r—ay+2z=0
(2—a)z=0
(—a?+3a—-2)y+(2a—3)z2=0 L1—(3—a)L2
— (1) r—ay+2z=0
2—a)z=0
. z=0 z=0
oSla—2a10r8(1)<:>{w_2y+2z:0 (:){ley

0 n’est donc pas la seule solution et 2 est valeur propre associée au sous espace porpre
Ey = Vect{(2,1,0)}
(—a®>+3a—-2)y=0
e Sia#2alors (1) <= (2) r—ay=0
z=0
—a? + 3a — 2 =0 a pour solutions 2 et 1 donc
y=20
— side plus a # 1 alors (2) <= ¢ 2 =0 donc « n’est pas valeur propre.
z2=0
rT=y
=0
sous espace propre £ = Vect {(1,1,0)}.

— par contre si @ = 1 alors (2) <= donc a = 1 est valeur propre associée au

Donc les valeurs porpres de f sont A\; =1 < Ay =2

Remarque : on prend soin de vérifier les produit AU; et AU,
2. Comme 0 n’est pas valeur propre de A alors A est inversible.

3. Soit u; = (1,1,0). (u;) est génératrice de F,. Et comme u; # 0 cette famille, d’un vecteur,
est libre.

H * 2 N
Donc (u7) est une base du sous espace propre associé a 1

~ _> H * 2z N
De méme avec us = (2,1,0), (u3) est une base du sous espace propre associé a 2.




. Comme la dimension des sous espaces propres est 1, la somme des dimensions des sous espace
propres est 2 # 3

Donc f n’est pas diagonalisable.

. Attention : on demandait ici le vecteur... Il convenait donc d’en trouver un et de et de
montrer que c’était le seul.

Le vecteurs u; = (1,1,0) convient. Comme les vecteurs propres associés a 1 sont a (1,1,0) =
(ar, r,0), il n’y en a pas d’autre qui convienne.

. De méme le vecteur uy = (2,1,0) est le seul qui convient

. Soient x,y, z trois réel.

Siz Uy +yus + 2uz = 0 alors (x + 2y + 2,0 +y + 2,2) = 0 donc z = 0 et { .
x =y et 3y =0 d’oti finalement y =z = z = 0.

La famille (u7, uy, u3) est donc libre. Comme elle a 3 vecteurs dans R? de dimension 3, C est
une basede E.

. La matrice de passage P de la la base B dans la base C est celle qui contient les coordonnées
(en colonne) dans la base B des vecteurs de C.

Comme B est la base canonique, les coordonnées des vecteurs sont leurs composantes.

1 21
Donc P = 1 1 1
0 01

La matrice de passage de la base C a la base B est l'inverse de P :

121100 12 11 00
111010, 0 e (010 110 R
001001 00 1 0 01
101 -1 2 0
e (010 1 —10]| L1-13
001 0 0 1
100 -1 2 -1
— 6010 1 -1 0
001 0 0 1
12 -1
et P'= 1 -1 0
0 0 1

remarque : la encore on n’oublie pas de vérifier au brouillon que PP~! =T

—_ . . .
. Pour calculer f (u3), comme on dispose de la matrice de f dans la base canonique, on calcule
ses coordonnées dans cette base :

1 3 -2 3 1 4
Al 1 |]=110 2 1 ]1=13
1 00 2 1 2

Donc f (u3) a pour coordonnées dans la base canonnique (4, 3,2) et f (uz) = (4,3,2) = us +2u3



10. Attention : On n’utilise surtout pas ici la formule de cahangement de base (ce ne serait pas
une déduction)
La base C est (u7, us, u3)
Comme f (u7) = 1uy, ses coordonnées dans C sont donc (1,0,0)
De méme f (u3) = 2us et ses coordonnées dans C sont donc (0, 2,0)
Et enfin on vient de voir que f (u3) = uy + 2u3 qui a pour coordonnées dans C : (0, 1,2)

Donc la matrice de f dans la base C est la matrice :
1 00

T=10 21

00 2
11. D’aprés la formule de changement de base on a alors : A = PT P!

12. Par récurrence on a :

1 0 0
epourn=1:T'=1 0 2! a; | aveca; =1
00 2!
1 0 0
e Soitne N*telqueT” =1 0 2" «, | alors
00 27
1 00 1 0 0 1 0 0
Tl =T Tn = 0 2 1 0 2" a, = 0 2"t 2q, + 27
0 0 2 o0 2 0 0 ontl
donc avec a1 = 2a, + 2" la relation est bien vérifiée pour 771
1 0 0
e Par récurrence, T" = 0 2" «a, pour tout entier n > 1 avec ay = 1 et a1 =
o0 2
2cr, + 27
13. Par récurrence on a
o =1=1.2""1
e Soit n € N tel que o, = n2" 1 alors o, 11 = 2, +2" = 2p2" 1 42" = 2" (n+1) =

(7’L + 1) 2n+171

e Donc pour tout entier

n>1aq,=n2""!

Finalement pour n = 0 on a A° = I et pour n > 1: A" = PT"P~!

121 10 0 -1 2 -1
A" = 111 0 27 p2nt 1 -1 0
0 01 o0 2 0 0 1
1 21 -1 2 -1
= 111 2n  —2n p2nl
00 1 0 0 2"
—142nFfl 2ottt 14 (n41)27
= 142" 2-2" —1+4(n+2)2"!
0 0 2n

remarque :

on le vérifie pour n =1



Matrices commutant avec A.
3 (R) désignant 'ensemble des matrices carrées d’ordre 3, on considére le sous-ensemble C' (A) de
3 (

2.
M
M (R) des matrices M telles que :

AM = MA

1. La matrice nulle vérifie 0- A=0=A-0donc 0 € C (A)
Soient M et N de C (A) et = et y des réles alors

A(xM 4+ yN) = 2AM + yAN = s MA +yNA = (zM + yN) A donc zM + yN € C(A) et
C' (A) est stable par combinaison linéaire.

Donc C (A) est un sous espace vectoriel de M3 (R)

2. Pour M appartenant a M3 (R) on pose M’ = P~ MP.
Ona M = PM' P!

AM = MA «<— PTP'PM'P~'=pPMP'PTP!
<= PIM'P'=PM'TP™
«— TM =M'T

en multipliant ) gauche par P~! et a droite par P (inversibles d’ou 1’équivalence)

a T y
3. On pose la matrice M'=| z b wu |.On calcule TM' et M'T et on traduit 1’égalité :
vow ¢
100 a Ty a x Y
™' =10 2 1 z b c =1 2z+u 2b+v w+2c
0 0 2 u vow 2u 2v 2w
a T vy 1 00 a 2x w+2y
MT=1 2 b ¢ 021 ]|=12 20 b+2
U vow 0 0 2 u 2v v+2w
Donc TM' = M'T équivaut au systéme de 9 équations :
a=a T =2z y=x+2y 0=0 =0 y=—x
2z4+u=2 2b+v=2b w+2c=b+2c & z=—u v=0 w=>b et parsubstitu-
2u =u 20 = 2v 2w =v+ 2w u=0 0=0 v=0

tion

sSr=y=z=u=v=0et w="> (avec a,b,c € R)

Donc T'M' = M'T si et seulement si M’ est de la forme ol a, b, c sont trois réels

o O Q2
o O
S0 O

quelconques.

4. Finalement M appartient a C'(A) si et seulement AM = M Asi e seulement si M = PM'P~!
avec M’ donné ci dessus.

Donc M € C'(A) <~



M = PM'P!
1 21 a 00 -1 2 -1
= 111 0 b c 1 -1 0
0 01 0 0b 0 0 1
1 21 —a 2a —a
= 111 b —b ¢
0 01 0O 0 b
—a+2b 2a—2b —a+2c+b
= —a+b 20a—-b —a+c+b
0 0 b
avec a,b,c € R
5. On a donc une éciture parameétrée de C' (A) :
—a+2b 2a—2b —a+b+2c
C(A) = —a+b 2a—b —a++b+c | /a,bceR
0 0 b
-1 2 -1 2 =21 00 2
= qafl -1 2 -1 |+ 1 =1 1 |+¢[ 00 1 ] /abceR
0 0 0 0 0 1 000
-1 2 -1 2 =21 0 0 2
La famille -1 2 -1 1, 1 —1 1 001 est donc génératrice de C'(A) .
0 0 0 000
Si aM; + BMs + vMsz = 0 alors 6 =0 hgne 3 colonne 3) Donc a = 0 (ligne2 colonne 2) d’ou

v = 0. et la famille est donc libre.

C’est donc une base de C'(A) qui est donc de dimension 3.

EXERCICE 2
1. Etude des fonctions ch, sh, et f.
1. ch et sh sont défines sur R donc pour tout z € R, ona —x € R et :
e v+ e”
2

—e
2

ch (—x) = ch(x)

—T T

¢ = —sh(x)

sh (=)

Donc ch est parie et sh est impaire.

2. sh est dérivable sur R et sh’ (z) = % > 0 (= ch(z) ) donc sh est strictement croisante
sur R
En 400 : sh(z) = ©=¢— — +00 et comme sh est impaire en —oo : sh (1) — —o0
x —00 0 +00 . .
sh{7) [0 /= 0 47 foo et on a donc sh > 0 sur R% et sh < 0 sur R* et nulle

en 0.



3. On a en factorisant :

2x

carl—e * —1

On a donc une branche parabolique verticale en 400

4. lafonction sh est continue et strictement croissante sur R donc bijective de R dans [lim_, sh, lim , sh[ =
R

5. ch est dérivable sur R et ch/ () = sh (z).

En +o00: ch(z) = “EE= — +00 d’oil les variations de ch :

x —00 0 +00
ch’ (x) - 0 +
sh(z) | 400 N\, 1 / +o0

6. Pour montrer que ch (x) > sh(z), on calcule la différence :

et + e % e —e®

ch(z) —sh(x) = -

2e7 "
= 0
5 >

donc pour tout réel x : ch (z) > sh (z)

7. 1l convient de respecter les symétries, les positions relatives, de donner la tangente en 0 (seule
point particulier) et bien former des branches paraboliques.

sh! (0) =ch(0) =1
8. f est définie sur R et pour tout réel x # 0 :

—T —X

J (=)= sh(—z) —sh(z)

et f(—0)=1= f(0) donc f est paire.

9. Onae®=1+x+2?/2+2%/6 + 23 () avec e () — 0 donc

z—0

1 2 a8 2 2l
- -1 R T 3 — (1= 3 (=
sh(x) 2{ —|—:1:—|—2—|—6—|—x€(:c) ( x+2 5 T ( SC))}

3

1 T
= 3 {23: + 3 + ¢ (:c)}

3

= x+%+x3ag(m)

qui est le développement limité de sh a I'ordre 3 en 0.

10. On a alors quand z — 0, z # 0 :



11.

12.

13.

donc f est continue en 0.

Pour la dérivabilité on calcule le taux d’accroissement

T

f@-f0) w1l a-sh)
z—0 x xsh (x)

x—x+%3+x382(x)_ 2t 2ey (2)

s Tt xeg (x)
= ) —_ 0
1+ % 4 2%y (x) 20

Donc f est dérivable en 0 et f'(0) =0

Remarque : celai est rassurant pour une fonction paire.

(ot + ot (x) @ (145 + ol (2)

[ est dérivable sur R’ et sur R* comme quotient de fonction dérivable avec sh (x) # 0 et pour

x#0
sh (x) — xch (z) h(x)

@)= sh (z)” sh (z)’

h est dérivable sur R et

' (x) = ch(x)— (ch(x)+ xsh(x))

= —xsh(x)
en +oo :
et —e® et +e”
h = —
T 1 — —2z
_ we (—6_1_6—21:)_)_00
2 T

et comme h est impaire, en —oco : h () — 400

Vo € R, h(z)= shx — xch (z)

.. ) | sh(x) — 0 +
d’ou le singe de h (z) : —sh (@) — 0 —
h(z) +o0 N+ 0 =1, —o0
€T -0 — 0 4+ +Ho©
D’ou finalement le sens de variations de f : ]},(é)) 1 8 :
fle) [0 7 1 N 0
T 2z/e” — 0

En +ooona: f(z)= sh (z) :23;1(3;)/@&"%1

On a donc une asymptote horizontale en 400 et par symétrie en —oo.

— 0 en utilisant sh (z) ~ e*/2



2. Etude de la suite (uy), -

1. Comme f est strictement décroissante sur RT si 0.8 < x < 1 alors 1 > f(0.8) > f(z) >
f(1) > 0.8 donc f([0.8,1]) C [0.8, 1],

On a alors par récurrence :

o uo=1¢€[08,1]
e Soit n € N tel que u,, € [0.8,1] alors u, 11 = f (u,) € [0.8,1]

e Donc par récurrence Vn € N, u,, € [0.8,1]

2. l'équation f () = z n’est pas vérifiee pour = = 0
Pourx;éOonaf(x):x<:>#(m):x<:>5h(a:):1

Or sh est bijective de R dans R et comme 1 € R I'équation sh (z) = 1 a une unique solution «

3. De plus sh (0.8) < 1 = sh(a) < sh (1) d’apres les valeurs approchées.

et comme sh est strictement croissante sur R, 0.8 < a <1

_ h(x)

 sh(x)?

Si0.8<z<1lonaalors0>h(0.8)>h(z)>h(1l)car h est décroissante sur R

On a f'(x)

de plus sh (0.8) < sh (z) < sh (1) car la fonction sh est sctrictement croissante sur R

Donc sh? (0.8) < sh? (z) < sh?(1) car la fonction carré est strictement croissante sur R™ et
que tout ces termes sont positifs.

1 1
D’ou > > car la fonction inverse est stritement décroissante sur R*
sh?(0.8) = sh?(xz) — sh?(1) +

et que tous les termes sont strictement positifs.

Pour faire le produit des inégalités , on a besoin de termes positifs : 0 < —h (0.8) < —h (z) <

—h (1)
—h (1) —h (x) S —h(0.8)
sh?(0.8) — sh?(z) — sh2?(1)
done h(1) 1 (0.8)
! < <
iz = W= a0
4. On utilise alors I'inégalité des acroissements finis :
—h(1
Sur [0.8,1] on a |f' ()] = — ' (x) < ng <05
et pour tout entier n : u, et a € [0.8,1] donc |f (u,) — f ()| < 0.5 |u, — | et |ups1 — ] <

0.5 |u, — af

d’ou par récurrence :

e comme 1y =1 et 0.8 <a<1lalors —02<1—a<0donc |uy—1] <0.2
e Soit n € N tel que |u, — a| < 0.2(0.5)" alors |u,11 — a] < 0.5|u, —a| <0.2(0.5)""

e Dongc, par récurrence, Vn € N, |u, — a| < 0.2(0.5)"

5. Comme |0.5] < 1 on a 0.5" — 0 et par encadrement u, — a — 0 et u, >«



6. Pour calculer u;y on affecte & une méme variable u les valeurs successives de ug a uqg.

Il faut donc calculer les valeurs suivantes de u; a uqg :
Uy, 2u,
ona f(u,)= =
J (n) sh (u,)  etn — e un

program suite;

var u:real;n:integer;

begin
u:=1;
for n:=1 to 10 do u:=2%u/(exp(u)-exp(-u));
writeln(u)
end.
EXERCICE 3
P
Partie 1.

1. Pour un objet pris a la sortie, P (A) = 0.6 et P (B) = 0.4
Soit D ="T’objet est défectueux”.
OnaP(D/A)=0.1et P(D/B)=0.2 et comme (A, B) est un systéme complet d’événements,

P(D) = Pa(D)P(A)+Pp(D)P(B)
= 0.1-0.6+02-0.4
= 0.14

Si 'objet est défectueux, la probabilité de I’événement “I’objet provient de la chaine A est
P (A/D) que l'on calcule par la formule de Bayes :

P(AND) P(D/A)P(A)
e T R )

0.1-0.6 006 6 3

014 014 14 7

2. On suppose de plus que le nombre d’objets produits en une heure par A est une variable
aléatoire Y qui suit une loi de Poisson de parameétre A = 20.

On consideére la variable aléatoire X représentant le nombre d’objets défectueux produits par
la chaine A en une heure.

a) On a Y (©2) = N et pour tout entier n: P (Y =n) = ’\TLS;A. EY)=A=20et V(Y) =
A =20
b) Quand Y = n, X est le nombre d’objet défectueux parmi n, qui sont défectueux indépen-

damment les un des autres avec une méme probabilité 0.1. Donc X/Y =n — B (n,0.1)
et

Py_,[X =kl =0sik>net Py_, [X =k] = (})0.1%0.9"* si k < n




c) Comme (Y =n) est un systéme complet d’événements on a pour tout entier & :

P(X =k =) Py, [X=KP (Y =n)

série convergente dont on calcule la somme partielle en distinguant suivant que n > k ou

n < k:
M k—1
> Py [X=KP{¥ =n) = > Py, [X=KP(Y =n)
k=0 n=0
M
‘|’ZPY:n [X =K P(Y =n)
n==k
M
n 20" 20
= 0 0.1%0.9"*
+3 (Joroo 50

18"
ot (n—k)!
k M-k
— 1 6—20i i18m+k
9 k! m!

donc X —P(2)
Partie 2.
1. On vérifie les caractéristiques d’une densité :

e f est positive sur R

e continue sur R*
+o0
e f est prolongeable & gauche et a droite en 0 donc / f est impropre en +oc.

—0o0

ffoo f= ff)oo 0 = 0 (converge)

/on:/oX (1jt)3dt: [_(1;)2}?:1_ﬁ*1

+ +o00
donc / f converge et vaut 1 et / f converge et vaut 1
0

—0o0

Donc f est bien une densité de variable aléatoire.
2. Ona Fy (z) = [°_ f(¢)dt donc

esiz<0:Fy(x)=0
0 T 1
osixZO:FZ(:U):/ 0+/ f=1
0

oo a (1+2)2




+o00
3. l'intégrale / ————dt n’est impropre qu’en +o00
0 (1 + t)

2t 2t 2
(1+1)°® BQ1+1/t)°

En +o00 on a un équivalent simple : 2

+o0o
Or l'intégrale de Riemann / t_th est convergente car 2 > 1
1

2t
(1+1)°
On effectue le changement de variable (u est de classe Clsur [1, X + 1)) u=t+1:du < dt :

t=0+<r=1
X X+1 X+1
2t 2(u—1 2 2
o (1+1) 1 u 1 u u

+0o0
Donc par comparaison d’intégrale a termes positifs, / dt converge.
0

T 9t
donc / 3dt =
o  (1+1)

4. Espérance ?

On étudie la convergence fj;o tf (t) dt impropre en +oo.

. /0 LE(#) dt =0

—00

+oo too ot
° / tf(t)dt = / zdt = 1 (d’aprés la question précédente)
0 o (141

e donc fj:oo tf (t)dt converge et Z admet une espérance F (Z) = 1

2t?
5. Comme W ~ g dont I'intégrale diverge en 400, alors Z2 n’a pas d’espérance et Z n’a pas
+
de variance.

6. Dans cette partie, on suppose que le temps de fabrication, exprimé en minutes d’un piéce par
la chaine A (respectivement B) est une variable aléatoire Z; ( respectivement Z3) ou Z; etZ,
sont deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi que que Z.

a) On consideére les événements :

C = “le temps de fabrication d’une piéce sur la chaine B est supérieur a 2 minutes“=
(Zy > 2).
D = “le temps de fabrication d’une piéce sur la chaine B est inférieur a 3 minutes“=
(Zy < 3)

1 1
P(C)fP(Zg>2)f1—FZ(2)fmf§
1 15

P(D):P(22<3):FZ(3):1_W_E



Pc (D) est moins immeédiat :

_ P(DNC) P(2<Z<3) F(3)-F(2)
PolD) = P(C) ~ P(C) - P(O)

b) On note T' = max(Zy, Z5) et G la fonction de répartition de 7T
i. Le plus grand est inférieur a x signifie qu’ils sont chacun inférieur a x.
Donc (T'<x) = (Zy <z)N(Zy < x)
ii. Donc comme les deux sont indépendantes,

Gr(x) = P(Z1<x)P(Zy <2x)
= [Fz (o))

c¢) IL suffit de montrer que la fonction de répartition de 7' est continue sur R et de classe C*
sauf en un nombre fini de points.

Or F est continue sur R et de classe C! sur R* (fonction de répartition d'une densité)

Donc comme composée, G I'est aussi et T est une variable aléatoire a densité de densité
g(t)=G"'(t) =2Fz(t) f (t) (on donne arbitrairement cette valeur en 0 également)

Partie 3.

On suppose maintenant que pour qu'une piéce soit terminée, il faut qu’elle passe par la chaine A
puis par la chaine B.

Le temps de passage exprimé en minutes pour un objet sur la chaine A est une variable aléatoire M
suivant une loi exponentielle de parameétre 2.

Le temps de passage exprimé en minutes pour un objet sur la chaine B est une variable aléatoire N
suivant une loi uniforme sur [0, 1]

Les variables M et N sont indépendantes.

1. Une densité de M est : v (t) =0 sur R~ et v (t) = 2¢7% sur RT

une densité de N est : w (t) =1 sur [0,1] et 0 ailleurs

2. Le temps total de fabrication est la somme des temps de passage sur A et B.
Donc S=N+ M
Donc le temps moyen de fabrication d'une piéce est : E(S)=E(M)+E(N)=1+152=1



