SESSION 2000

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES
EPREUVE SPECIFIQUE-FILIERE MP
MATHEMATIQUES |

DUREE: 4 heures

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions définies
dans la circulaire n° 99-018 du 01.02.99.

Le probléeme proposé a pour but la démonstration d’un théoreme relatif aux contractions d’un espace
de Banach et ’étude, grace a ce théoreme, d’une équation fonctionnelle.

Si X et Y sont des ensembles, Y désigne ’ensemble des applications de X dans Y.

Si X est un ensemble non vide, NV, désigne la norme de la convergence uniforme sur 1’espace vectoriel

des applications bornées de X dans R: Noo(f) = Sup({|f(x)| / z € X}).

Partie | : Convergence uniforme dans C([0, 1], R)

Soit (fn)nen une suite de Cauchy, pour Ny, de C([0,1],R).
1. Montrer que, pour tout = € [0, 1], (fn(2))nen converge. Soit f la limite simple de la suite (f)nen-

2. Montrer que f est bornée et que Noo(fr — f) — 0.

n—oo

3. Justifier que (C([0,1],R), N ) est un espace de Banach.

4. Soit (u,)nen la suite de C([0, 1], R) définie par: u,(z) = e pour tout z € [0, 1]. Montrer que, pour tout
x € [0,1], (un(z))nen converge. La suite (un)nen est-elle de Cauchy pour Noo ?

5. Soit (vn)nen la suite de C([0,1],R) définie par: v,(x) = j:c e!” dt pour tout x € [0,1]. Montrer que
(Un)nen converge uniformément sur [0, 1] vers un élément v de C([0, 1], R).

Partie Il : Théoreme du point fixe de Banach

Soit (E, ||-||) un espace de Banach réel, soit A un sous-ensemble fermé non vide de E et soit T € A* vérifiant:
il existe o € [0, 1] tel que ||T(z) — T(y)|| < ||z — y|| pour tout (x,y) € A% (on dit que T est contractante ou
encore que T est une contraction).

1. Soit (x,y) € A% tel que: T'(x) = =, T(y) = y. Montrer que z = y.
2. Soit a € A, on définit (ay,)nen par: ag = a, an+1 = T'(an)

2.1 Montrer que: [|an4+1 — an|| < @™||ay — agl|. En déduire que si (n,p) € N x N* on a:
p—1 )
lanen = aull < flar = aol| (T 0+") .
i=0

2.2 Montrer que (ay)nen est convergente et que sa limite est élément de A.

2.3 Montrer que T posséde un unique point fixe qui est la limite de (a,)nen. On établit ainsi le théoreme
du point fixe de Banach: « Toute contraction T d’un fermé non vide A d’un espace de Banach possede un
point fixe unique, de plus si a € A, la suite (a,)nen définie par ag = a, an+1 = T'(ay,), converge vers ce point
fixe».



3. On suppose que A = E, soit alors, U € EF définie par: U(z) = x + T(z).
3.1 Montrer que U est une bijection continue de E sur F.

3.2 Montrer que, pour tout (x,y) € E on a:
1T~ ) = U )l < (1 =)z — vyl

(U est donc un homéomorphisme de F sur F).

4. Soit L(E) ={V € E / (V linéaire et V continue)}, on note encore ||[V|| = Sup({|V(z)| / ||z]| < 1}) la
norme subordonnée de V (V € L(E)); soit I l'identité de E.

4.1 Soit V € L(E) telle que |V|| < 1, montrer que V est contractante.

4.2 Soit (Vy,)nen une suite de £(E) et soit V € L(E) tels que: ||V, < 1 pour tout n € N, |V < 1,
IV, = V]| — 0.
n—oo
Soit y € F alors, d’apres 3, I +V,, et I + V sont des isomorphismes de E; on peut donc définir (x,,)nen
(I4+Vy) Y (y))nen et & = (I+V) 71 (y), montrer que: ||z, —x|| — 0 (on aura intérét a écrire: V (z)—V,(z,) =

V() = Va(2)) + (Va2 — 20)))-

Partie 11l : Une transformation de C([0, 1], R)

Soit ¢ : [0,1] x [0,1] x R — R, on dira que ¢ est de type U si: ¢ est continue et, il existe r € Ry tel que
Ion ait:

(@, 2) — 92,3, #) < 7]z — 2| pour tout (.37, 2') € [0,1] x [0,1] x R x R

1. Montrer que 8’il existe (U, M) € C'(R3, R) x R, tel que: ¢ = \I/H
tout (z,y,2) € [0,1] x [0,1] x R, alors ¢ est de type U.

et ’%—f(w,y,z)‘ < M pour

0,1]x[0,1] xR

2. On suppose que ¢ est de type U.

2.1 Soit u € C([0,1], R), montrer que pour tout = € [0,1] : (y — ¢(z,y,u(y))) € C([0,1],R).

1

2.2 Montrer que I'on peut définir T}, : C([0,1], R) — RO par: (T}, (u))(z) = f oz, y,u(y)) dy.

0
Montrer que, pour tout u € C([0,1],R), T,,(u) € C([0,1],R).
2.3 Montrer que 'on a:
Noo (Tw(ul) — T¢(UQ)) < TNoo(ul — UQ)
pour tous (u,us) € C([0,1],R)2.

2.4 On définit, pour A € R, S(, ) : C([0,1],R) — C([0,1],R) par: S, »)(u) = u + AT, (u). On suppose
r > 0, montrer que 'on a: A €] — %, %[:> S(p,n) est un homéomorphisme de (C([0, 1], R), Noo) sur lui méme.
3. Soit p € C([0,1]2,R), soit ¢ : [0,1] x [0,1] x R — R définie par: ¢(z,y, z) = u(z,y)z; on supposera
p# 0.

3.1 Montrer que ¢ est de type U et que si

alors on a: S(,, ) est un isomorphisme de (C([0, 1], R), Noo) sur lui méme.

3.2 Soit (1,,) une suite de C([0, 1%, R) telle que: Noo (i, — 1) — 0. On note || || la norme subordonnée,
n—oo

associée & N, définie sur L£(C([0,1],R)). Si (¢n)nen est la suite de C([0,1] x [0,1] x R,R) définie par
on(x,y,2) = pn(x,y)z, montrer que: ||T,, —T,|| — 0.



Partie IV : Etude d’une application

1
On considére ’équation intégrale de Fredholm: (E) w(z) = « + fo sin(zy)w(y) dy.
Une solution de (E) (il en existe) est donc un élément w de RI%U tel que, pour tout z € [0,1], on ait:
1
w(z) =x + fo sin(zy)w(y) dy. On s’intéresse a la résolution de (E) dans C([0, 1], R).

1. Montrer, en utilisant III) que (E) posséde une solution unique w € C([0,1],R).

n _1)\¢+1
2. Soit (vn)nen la suite de C([0,1]?,R) définie par: v, (x,y) = > ((221_)1),
i=1 :

(zy)?=1. Pour n € N* on définit

1
Péquation intégrale (E,,) par: wy,(x) =z + j;) vp (2, y)wy,(y) dy.
2.1 Montrer que (E7) possede une solution unique wy € C([0, 1], R) et expliciter w;.

2.2 Montrer que, pour tout n > 2, la résolution de (E,,) se ramene & celle d’un systéme linéaire que 1’on
explicitera.

2.3 Montrer, en utilisant IT1.3), que si n > 2 alors (E,,) possede une solution unique w,, € C([0,1],R) (on

aura intérét a montrer que:
1

!
Noo () Noo(vn)

e]

sin>2).

2.4 Montrer que Noo(w,, — w) — 0.

n—oo



