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PROBLEME 1

Partie I - Calcul d’une intégrale

—azx —bx

1. e fop:ix— £ % st continue sur 10, 400
x
e Au voisinage de 0: e =1 — az + o(z) et e =1 — bz + o(z) donc e~ — e~ = (b — a)x + o(x).

—axr _ ,—bx
Ainsi &——% = (b —a) 4+ o(1) au voisinage de 0. Dans ces conditions HH?([) fap(z) =b—a.
z T—

1
fa,b est donc prolongeable par continuité en 0. Par conséquent / fap(x)dz converge.
0

1 ar 1bx
. . S . 2 _ . < L o s
e a et b sont strictement positifs donc IET (J; fa,b(a:)) = lim ( L car bebw) = 0 par croissance

comparée.

1
On a donc également lim (2% |fou(z)|) = 0 et ainsi |f,p(z)| =0 (2) au voisinage de +oo.
r——+0o0 X

T d 1 iy
De plus — converge et, |f, | et  — —; sont positives sur [1, +ool.
1@ T

Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors la convergence

de /+00 fap(z)da.
1

400
Finalement / fap(x) dx converge.
0

+oo e~ 0T _ efba:
/ ——— dx converge.
0

2. a. Soit (g, X) un élément de ]0, +oo[? tel que e < X.

—axr
est continue sur [, X] et que la fonction @ — ax est de classe C! sur R. Ceci autorise

e
Notons que x —

le changement de variable y = ax dans ce qui suit.

X —ax aX —y 1 aX _—y
/ ¢ dx:/ e—fdyz/ e—dy.
€ x ae y/a a ag y

X 6—[)1 bX e—y
De maniere analogue on obtient : / de = / —dy.
€ b
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Pour tout (&, X) appartenant a ]0, +oo[? tel que e < X :

X _—az aX —y X _—bx bX —y
/ c da:z/ e—dyet/ ¢ da:z/ 6—dy.
€ €z ae Y £ €z be Yy

b. Soit (¢, X) un élément de ]0, +o00[? tel que ¢ < X.
X _—ax _ ,—bx X —ax X _—bx aX —y bX —y
/ Ldm:/ ¢ dxf/ ¢ dx:/ 6—dyf/ e—dy.
£ T € € € € ae Yy be Yy
X —azx _ ,—bzx be —y aX —y aX —y bX —y
/ idxz/ Ldy—!—/ Ldy—/ e—dy—/ 6—dy.
£ T ae Y be Yy be Yy aX Yy
X _—az _ —bx be —y bX —y
/ idxz/ e—dy—/ e—dy.
€ T ae Y aX Yy

Pour tout (g, X) appartenant & |0, +oo[? tel que e < X :
X _—ax _ ,—bx be —y bX —y

/ idm:/ e—dy—/ £ ay.
€ €T ag Y aX Y

1
3. a. ey —1—eYet y— — sont continues sur |0, +oo[. Par produit h est continue sur ]0, +00|.
Y

—e Y

ec'—1 ~ u. Alorse™ —1 ~ —ydonc1l—e ¥ ~ y. Finalement ~ 1.
u—0 y—0 y—0 Yy y—0
eV
Alors lin%J C 1= h(0). Ceci suffit tres largement pour dire que h est continue en 0.
1—ev |
- . sty #0 .
L’application h de [0, +oo[ dans R définie par Yy € [0, +oo], h(y) = Y est continue
0 siy=20
sur [0, +o0.
b. Soit € un réel strictement positif.
h est continue sur [0, 4o00[. Considérons alors une primitive H de h sur [0, +o0[.
be e—y be e—y _ 1 be 1 be be
/ Tdy:/ , dy+/ —dy = h(y)dy—i—[ln\y@ = H(be) — H(ae) + (In(|be]) —In(|ac])).
ae ae ae ae ag

/bs % dy = H(be) — H(ae) + (In(be) — In(ae)) = H(be) — H(ae) + In <Zi> = H(be) — H(ae) + In g

Or H est continue en 0 donc lim (H(be) — H(ae)) = H(0) — H(0) = 0.

e—0t
be ey b b
Donc lim —dy = lim <H(ba) — H(ae) +1n ) =Iln—-
e—=0t Jae Y e—0+ a a
be -y b
lim —dy=In-—-
e=0t Joe Y a

c. Soit X un élément de ]0, +oo].
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X —azx _ ,—bz be —y bX —y
Ve €]0, X], / idm:/ e—dy—/ £ .
€ a. a

Ce qui précede montre alors que:

X _—ax _ ,—bzx be —y bX —y b bX —y
lim idx: lim / e—dyf/ 6—dy :lnff/ 6—dy.
e—0t Jo T e—0+ ac Y ax Y a ax Y

X —ax _ _—bzx b bX —y
Donc/ idx:lnf—/ ¢ gy
0 T a aX Y

d. Soit X un élément de |0, +o0].

+oo -y +oo —y

e

Nous avons vu que / —— dy converge donc pour tout réel z strictement positif / —— dy converge
1 Yy z Yy

également.

bX eV +o0 o~y oo -y
Alors / —dy = / —dy — / —— dy car ces deux intégrales convergent puisque aX et bX sont
aX Y aX Y bx Y

des réels strictement positifs.

+oo -y too o~y
De plus _lim —dy =0 (resp. lim —— dy = 0) comme reste d’une intégrale convergente.
X—+oo Jox Yy X—+o0o Jpx Yy
bX e—y “+oo e—y —+o0 e—y
Ainsi  lim dy = lim (/ —dy — / dy) =0-0=0.
X—otoo Jox Y X—=too \Jax Y X Y

X e—aT _ o—b b bX e~ Y b
Donc lim ——dr= lim [In--— / ——dy | =In—- Finalement :
X—+o00 Jg x X —+o00 a aXx Y a

+oo —ax —bx
e —e b
———dr=In—-

0 X a

Partie II - Etude d’un produit scalaire

1. Notons E’ l'espace vectoriel réel des applications de [0, +oo[ dans R.
e F est contenu dans F’.
e Posons Vz € [0, +0o[, fo(z) =0. fo est bornée sur [0, +oo[, fo est de classe C* sur [0, +oo[ et fo(0) = 0.
Ainsi fy est un élément de F donc E n’est pas vide.
e Soient f et g deux éléments de F et soit A un réel.
> f (resp. g) est bornée sur [0,4o0[. Donc il existe un réel positif My (resp. My) tel que

Vo € (0,400, |f(z)] < My (resp. Yz € [0, +o0[, |g(x)] < My).
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Vo € [0,400], |Af(z)+g(x)] < |A|f(2)] + |g(z)| < |A| My + My donc A f 4 g est bornée sur [0, +ool.
> f et g sont de classe C! sur [0, +oo[ donc A f + g est de classe C! sur [0, o0
> (VS + )(0) = AF(0) + g(0) = A x 0+0 = 0.

Par conséquent \ f 4+ g appartient a E. Ceci acheve de montrer que :

’ E est un sous-espace vetoriel de l'espace vectoriel réel des applications de [0, +oo[ dans R. ‘

2. eVz e [0,+o0, |f1(z)] = |sinz| < 1 donc f; est bornée sur [0, +oo].

f1 est de classe C! sur [0, +o0[ car sin est de classe C! sur R.

f1(0) =sin0 = 0.

Donc f; appartient & E.

e f5(0) =cos0=1#0. fy n’appartient pas a E.

° wkrfoo fa(z) = mﬂrfoo(ew — 1) = 400 done f5 n’est pas bornée sur [0, +oo[. f3 n’appartient pas & E.

oV €[0,+00[, 0 <e < 1donc Ve € 0,400, 0< fu(x) =1—e"" < 1. fy est bornée sur [0, +o0].

x — 1 —e % est de classe C! sur R donc f4 est de classe C! sur [0, +oo].

Par conséquant f, appartient a F.

’ f1 et fi sont deux éléments de E. fy et f3 n’appartiennent pas a E. ‘

3. a. Soit f un élément de E. f est de classe C! sur [0, +oo[. Donc f est dérivable en 0.

En remarquant que f est nulle en 0 il vient : lin}J M = lin%J (f(x)g(())) = f(0).
T— x T— xr —

Pour tout élément f de E: lin%) f) = f'(0) .
xr— €T

f(z)g(z)

b. Soient f et g deux éléments de E. Posons Vz €]0, +o0o[, ¢(x) = 5
x

1
e  est continue sur |0, +oof car f, g et z — — sont continues sur |0, +ocl.
x

e lim p(z) = lim f@)gx) = lim <f(x) g(:v)) = f'(0) ¢'(0).

z—0 z—0 .132 z—0 €T €T

1
Ainsi ¢ est prolongeable par continuité en 0 donc / () dz converge.
0

o f (resp. g) est bornée sur [0, +oo[. Donc il existe un réel positif My (resp. M,) tel que
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Vo € (0,400, |f(z)] < My (resp. Vo € [0, 400, |g(x)] < My).

My M, T My M, +oo
= |f(x)|lg(x)| < f2 9 et % dz converge (car / — converge).
x x 1 x 1 T

Vz € [1,400[, 0 < |p(z)]
Les régles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors la convergence

—+oo +oo
de / lp(x)| de. / () dz est absolument convergente donc convergente.
1 1

+oo
Finalement / p(z) dz converge.
0

+oo
Si f et g sont deux éléments de F, / ng(z) dx converge.
0 X

4. e Notons que pour tout élément (f,g) de E?, (f |g) appartient a R.

e Soient f, g et ¢ trois éléments de E. Soit A un réel.

arralg= [T LR [T A o)),
0 0

2 2

+o0 +oo
Af+gl0)=X / % da:—l—/ % dz = A (f]€)+(g|£) car toutes les intégrales convergent.
0 0

V(f,9.0) € B2, (A\f+g10) =X(f10)+(g]0).

e Soient f et g deux éléments de E. (f|g) = /+OO %dx = /+<>° %diﬂ =(9lf).
0 0

v(f.9) € B% (flg)=(g]f).

“+o0
e Soit f un élément de E. Va €]0, 00|, 7]"(25’(13) > 0donc (f|f)= / 7f(x)x§(a:) dz > 0.
0
VieE, (flf)=0.
e Soit f un élément de E tel que (f|f) =0.
+o0 2
l>/ 7(]0(?) dz = 0.
0 X
2
> — M est continue sur ]0, +oo].
x
2
> — M est positive sur |0, +o0].
x
>0 # 400!
(f(@)
Les quatre points précédents permettent de dire que Va €]0, +o0], 5— =0.
x

Alors Vz €]0, +00], (f(x))2 = 0 donc Vz €]0, +o0[, f(z) = 0.
Comme f(0) =0:Vz € [0,4o00[, f(x) =0. Ainsi f = 0.
VieE, (fIf)=0=f=0z.

Les cinq points précédents montrent que :
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’ (.].) est un produit scalaire sur E.

5. Soient f et g deux éléments de E. Soient A et B deux réels strictement positifs.

1
Posons u = fg et V €]0, +o0, v(z) = ——-
x
u et v sont de classe C' sur |0, +-00[. De plus Va €]0, +oo[, u'(z) = f'(z) g(x) + f(x) ¢'(z) et v'(z) = i2
x

Ceci légitime l'intégration par parties suivantes.

/B f@o@) , [_f(:c)g(a?)]B B /B (_f’(x)g(x) +f(:v)9/(a:>> .
x? x A Ja x

/ fo)gla) 4, S 1B / P90 1D g, g

resp. g) est bornée sur [0, +o00[. Donc il existe un réel positif M (resp. M) tel que
f g

YV € [0, +00], |f(x | < My (resp. Vo € [0,+00[, |g(z)| < My).
‘f ‘ _ fB)llg(B)l _ My M,y
B =~ B

M M,
Comme lim —2—% =01l vient par encadrement lim

B—+oco B—+4oc0

% - }xiglo (JI(AA) g(A)) = f'(0) x g(0) = f'(0) x 0 = 0 (d’apres le

Alors 0 <

f(B)g(B) _
—©5

De plus i
e plus AILHO

résultat de 3. a. et la continuité de g en 0).

Bliriloo % =0, }‘iino % =0et /O+OO W dx converge.

< f@g)

2

Il résulte alors de (%) que /+OO f'(x) g(x) 1‘ f(z)g'(z)
0

+oo T T +OO/(E z 2) d'(z
Ainsi(f|g):/0 f(a)cg()d“/o f()g();rf()g()d

dz converge et vaut /
0 x

x.

(@) g(@) + f@) g' (@)

T

Pour tout couple (f,g) d’éléments de E, (f|g) = / dx converge et
0

+oo " P z)d (x
(f|g):/o fl@)g(@) + f(@)g'(@)

X

6. a. Soit a un réel strictement positif.
YV € [0,400[, 0 < e < 1donc Vz € [0,+00], 0 < up(z) =1—e"* < 1. u, est bornée sur [0, +o0].

—Qax

r—1—e est de classe C! sur R donc u, est de classe C! sur [0, +o0.

Ue(0) =1 —e7*%0 =1 —1=0. Ceci achéve de montrer que u,, appartient & E.

’ Vo €]0, +00], uq € E. ‘
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b. Soient « et 8 deux réels strictement positifs.

B oo ul, (z) ug(z) + ua () ulﬁ(x) N +o0 qeaT (1 — eBT) 4 (1 — e~%) Be—ha
(v | u) = [ ar= [

xT x

dz.

+0 o (e~ _ g—(atB)z) L 3 (¢=Bz _ g—(atB)z
(g = [ L )5 ) g,
0 x
+o0 e~ T _ e—(a+ﬁ)x
o, 0 et a4+ (B étant strictement positifs, I.3.d montre que les intégrales / ——dz et
0 X
+oo —Bz _ ,—(a+pf)x
/ - dx convergent et valent respectivement In ot/ et In ot ﬁ-
0 z o B
oo —azx _ ,—(at+B)z oo —Bz _ —(a+pB)x
Alors(ua|uﬁ):o¢/ Ldx—|—ﬂ/ dezalna_kﬁ—i—ﬁlna_'—@
0 x 0 x ! g
(uq | ug) :alna+ﬂ+ﬂlna;ﬂ =(a+f) In(a+f)—alna—Fng
Pour tout couple (a, 8) d’éléments de ]0, +00[: (uq |ug) = o In atp + 6 1n a ; ﬁ-
e

Pour tout couple (a, §) d’éléments de )0, +o00[: (ua |ug) = (a+ B) In(a+ ) —alna— G Ing.

c. Soient « et # deux réels strictement positifs.

B e 2 dome m @ e @ g,
& o s
Ainsi(ua|ulg):alna+ﬁ+ﬁlna;ﬁ>0.
et

’ Pour tout couple (a, 8) d’éléments de ]0, +o00[ : (uq | ug) > 0. ‘

Partie III - Etude de densités de variables aléatoires

1. e Vz €] —00,0], v(z) =0>0!
Soit un z un élément de ]0, +o00|. 4c2x > ¢ x donc e’ > e=2¢’T Alors e €% _ g=4c%® > 0.
67(;21 o 674c2 T

Comme z In4 est strictement positif : v(z) = i > 0.
z In

Finalement Vz € R, v(z) > 0.

e v est nulle sur | — oo, 0] donc v est continue sur | — oo, 0].

sont continues sur ]0, +oo[. Par produit v est continue sur ]0, +o0.
x In

Finalement v est au moins continue sur R* donc sur R privé d’un ensemble fini de points.
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0
° / v(x) dz existe et vaut 0 car v est nulle sur | — o0, 0].

—00
+o0 e—czx _ 6—402:16
c® et 4¢2 sont des réels strictement positifs donc, d’apres I1.3.d. : / —— dx existe et vaut
0 $
2
In —5 ou In4.
c
+o0 1 +oo
Alors / v(z) dz existe et vaut Ve In4 ou 1. Finalement / v(z) dz existe et vaut 1.
0 n oo

Les trois points précédents montrent que :

’ v est une densité d’une variable aléatoire réelle.

0
2. Vz €] — 00,0], zv(z) =0 donc / xv(z) dx existe et vaut 0.

— 00

Va €]0, +oof, zv(z) = m(e_czx _ 6_40%).

“+oo
Si A est un réel strictement positif le cours sur les lois exponentielles nous autorise a dire que / Ae M dy
0

existe et vaut 1.

+o0 1
Ainsi pour tout réel strictement positif A, / e~ dz existe et vaut N
0

too oo 2 1 1
Donc / e ¢ Tdx et / e 4% dx existent et valent respectivement — et e
0 0 C C
oo 11 1 1 3
Alors zv(x)de existe et vaut — - — — — ou ———-
/0 (z) * VWi @ 44 4c¢? In4
+oo 3
Finalement / zv(z)dr converge et vaut ———— Par conséquent :
oo 4c? In4

X admet une espérance qui vaut ———-
P 4 4c? 1n4

3. a. Nous noterons F'x et Fy les fonctions de répartition de X et de Y.
Y prend ses valeurs dans R* donc Vz €] — 00,0[, Fy(z) = 0.

Vz € [0,+0c], Fy(z) = P(Y <z) = P(VX <) = P(X < 2?) = Fx(2?).
Fx(2?) sixzel0,+00
Vo € R, Fy(x):{ x(@) | [
0 sinon
Montrons que Fy est continue sur R et de classe C! au moins sur R*.

e x — 22 et Fx sont continues sur R donc par composition z — F (302) est continue sur R. Alors Fy est

continue sur [0, +oo[ donc continue en tout point de |0, +oo[ et continue & droite en 0.

Fy est nulle sur l'intervalle ouvert | — 0o, 0], donc Fy est continue en tout point de | — oo, 0].
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0
Observons que Fy (0) = Fx(0) = / v(z)de = 0. Alors lim Fy(xz) = 0 = Fy(0); Fy est continue &

—c0 z—0~

gauche en 0.
Ceci achéve de montrer que Fy est continue en tout point de R.
e v est continue sur R* donc Fx est au moins de classe C! sur R* et Vo € R*, F(x) = v(z).

x — 2% est de classe C! sur R* et Vo € R*, 22 € R*. Donc par composition z — Fy (z?) est de classe C* sur

R*. Ainsi Fy est de classes C! sur ]0, +ool.
Fy étant nulle sur | — 0o, 0] elle est également de classe C! sur | — oo, 0].

Fy est donc au moins de classe C! sur R* donc sur R privé d'un ensemble fini de points. Ceci achéve de

montrer que :

’ Y = v/ X est une variable aléatoire a densité. ‘

Vr €] — 00,0[, Fy(z) =0 donc Vz €] — 0,0[, Fy () =0.

Vz €]0, +o0[, Fy(x) = Fx(z?) donc Vz €]0, +oo[, F} (x) = 2z Fi(2?) = 2z v(a?).

6—021‘2 _ 6—402552 6—021‘2 _ e—4czx2 6—02922 _ 6—4027;2
Vax €]0, , FY =25 —— =2 =
@ €]0, +oof, Fy () v 22 In4 . 222 1n2 z In2
—c22? —4c%2?
e —e . 0
Posons Vz € R, fy(x) = 2z 1n?2 si @ €]0, +oof,
0 sinon

fy est positive sur R et coincide avec Fy, sur R* donc sur R privé d’un ensemble fini de points. Ainsi fy est

une densité de Y.

—c?z? —4c%2?
€ .
si z €]0, +o0[

La fonction fy définie par:Vz € R, fy(z) = z n2 , est une densité de Y.

0 sinon

b. Y2 = X et X possede une espérance. Ainsi E(Y?) existe donc Y possede un moment d’ordre 2 donc

une espérance et une variance.

EY)= /+OO z fy(z)de = /0+<>0 z fy(z)de = 1 - (6_02””2 - 6_46212) dz.

—0o0

_c2$2 = #672(\/150)2.

c
VreR, —e

’ /o 1
v 2T e

.. C 2,2 o s . , . . . . N
Ainsi v — — e 7" est une densité d’une variable aléatoire qui suit la loi normale de parameétres 0 et

N3

()
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—+o0 —+o0

C 2.2 . 2.2 . i

Donc — e ° % dx existe et vaut 1. Alors / e " dx existe et vaut £
c

— o0 ﬁ —o0
\/7?

Foo 2, 2
Par parité / e ¢ " dr existe et vaut e
0 C

N

+oo
En remplacant ¢ par 2¢ on peut dire que / e=1°" 4z existe et vaut P Alors :
0 C

1t > I I
EY)=— (6762:”2 e e Iz) de = — e dp — — e~ Qg
In2 J, In2 J, In2 J,
By L (VE YA\ A
~ In2 \ 2¢ 4¢ ) 4cln2

Y possede une espérance qui vaut :

T
4cIn2

V) = B - (BX))" = BX) - (B(X)" = 40231114 - <4c\/17;2> B 4c231n4 N 16027(T1n2)2

s 6In2—m
124 16¢2(In2)2 " 162 (In2)2

Y possede une variance qui vaut :

PROBLEME 2

Partie I - Deux exemples

(Rp)? = cosf sinf cosf sinf \ cos? 0 + sin” 0 cosf sinf — sin 6 cos @
9= \ sinf —cosb sinf —cosf ) \sinf cosf — cosf sinf sin? 0 + cos? @ ’
(Rg)? = L.

La fonction cos prend une infinité de valeurs donc {Ry, § € R} est un ensemble infini et tous ses éléments

sont des racines carrées de I5. Ainsi:

I> admet une infinité de racines carrées. ‘

2. Supposons qu’il existe une matrice R = (CCL Z) de M3 (R) telle que R? = <0 ! )

0 0
0 1\ . (a b a b\ _[a*+bc ab+bd
AIOYS(O 0>_R _(c d) (c d>_<ca+dc cb+d2>'

Donc a? +bc = c(a+d) =d* +bc=0et bla+d) = 1.
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Nécessairement a + d n’est pas nul. Ainsi ¢ = 0. Alors a®> = d> = 0. Donc a = d = 0, ce qui contredit

a+d#0.

0 0

(0 1) n’admet pas de racine carrée.

Partie II - Racine carrées d’une matrice de la forme I, + N avec N nilpotente

1 1/2)(1/2 -1 1/2)(1/2—-1)(1/2 -2
1. \/1+t:(1+t)%:1+§t—|—(/)(2{ )t2+(/)(/ 3|)(/ )t3+0(t3)auv0isinagede0.
1 1, 1.4 .4 .
\/1+t:1+§t—§t —|—1—6t + o(t®) au voisinage de 0.

1 1 1
VIidtt =1+ -t — 1>+ — > + o(t?) au voisinage de 0.

27 8 16
2. e Version 1. On calcule!
2 3\2 1 1 o 1 3 2
Posons S =1+ X — (ag+a1 X + a2 X* +az X°)". Alors S =1+ X — 1+§X—§X +EX .
1 1 1 1 1 1 1 1
S=1+X—-(14+-X?4+—X*+ — X041 x - X241 -Xx3_-X34 —X*_ —_ X°).
+ (+4 tert Tt T 1 TR s T 16 64
1 1 1 1 . 5 1 1 5 1 1
S=—— X' X - x4 _X°=—— X'y X __XO=x'[-— X X?)
64 256 6" T 61" 64 256 61 64 256
1 1 12\ 5 1 1
Doncl+X=[1+-X-=-X%24+_—_Xx3 Xt ——=—+ =X - —X2).
one L+ <+2 s 16 )+ (64+64 256
Q 5+1 X— L X2 est un élé ent de R[X] tel que: 1+ X 1+1X 1X2+ L ys 2+X4Q(X)
=+ —X—— st un elemen ue: = e Sl —
64764 256 d 2 8 16

outel que 1 + X = (ag+a1 X +az X2 + a3 X3)? + X* Q(X).

e Version 2. Avec peu de calculs et surtout avec la possibilité de généraliser a l'ordre p...

1 1 1 _.
PosonsP:ao—|—a1X—|—a1X—|—a2X2+a3X3.P:1+§X—§X2—|—1—6X‘5.
1 Lo 13 3 3 o
\/1+t:1+§t—§t —|—1—6t +o(t’) = P(t) + o(t”) au voisinage de 0.

Alors il existe un réel « appartenant & ]0,1[ et une application ¢ de | — a, a] dans R tels que Vt €] —

a,af, VI+t=P(t)+t3e(t) et 7}irr(l)e(t) =0.

Vi€l —a,al, T+t = (P(t)> +2P(t) t*e(t) + 18 ((t))”.

1+t— (P(t)?
3

1+t — (P(t)”

t3

vt €] — a, a[—{0}, —2P(t)e(t) + £ (e())”

Ainsi lim =2x P(0)x0+0°x0%=0.
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6
1 + X — P? est un polynome de degré au plus 6 (en fait de degré 6...). 1+ X — P? = Z b X* on
k=0
(bo, by, ..., bs) € RS,

Supposons qu’il existe un élément iy de [0,3] tel que b;, # 0. Notons alors j le plus petit élément de

{k € [0,3] | bx # 0}

6
1+X - P2 = Z b X" et bj n’est pas nul.
k=j

1+t — P%(t) b
e 1775,

Alors 1+t — P2%(t) b 7. Donc 3 o

or 1 LT (PO)°

— ; C$3—7) — N’ -1 3—j —
lim 73 = 0 donc thm (b;jt>77) = 0. Comme b; n’est pas nul.thmt 7 =0.

—0 —0

En particulier lim 377 =0. Or lim | 377 = 4oosij < 3et lim t377 = 1si j = 3. Une légere contradiction
t—0 t—0 t—0

apparait ! !

6
by X7 = X4 3 b; XI4,
j=4 j=4

6
Ainsi Vj € [0,3], b; =0. Donc 1 + X — P? =
6 .
Ainsi Q = Y b; X77* est un élément de R[X] tel que 1 + X = P? + X* Q(X) donc tel que 1 + X =
Jj=4

(ao+a1X+a2X2 +a3X3)2 +X4Q(X)'

’ Il existe un élément Q de R[X] tel que 1+ X = (ap + a1 X + as X? + a3 X3)? + X4 Q(X). ‘

3. In+N=(apl,+a1 N+ayN?+azN3)?+ N*Q(N) et N4:OMn(R)'
Donc (ag I, + a1 N +aa N> + a3 N3)? = I, + N.

1 1 1
Par conséquent ag I, + a1 N + as N2 +as N3 ou I, + iN_ §N2 + EN?) est une racine carrée de I,, + N.

1 1 1
I, + §N— §N2 + EN“D’ est une racine carrée de I,, + N.

Partie III - Racines carrées d’une matrice de M, (R) admettant n valeurs propres

strictement positives et deux a deux distinctes

1. a. Soit SEP (f, \) un sous-espace propre de f et x un élément de ce sous-espace propre. f(z) = Az.

(fog)(z) = (go f)(z). Donc f(g(x)) = g(f(z)) = g(Az) = Ag(z). Donc g(z) appartient & SEP (f, ).

Pour tout élément = de SEP (f, ), g(x) appartient & SEP (f,A); SEP (f, A) est stable par g.
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Chaque sous-espace propre de f est stable par g. ‘

Remarque De méme chaque sous-espace propre de g est stable par f.

b. Notons que f est un endomorphisme de R™ admettant n valeurs propres deux & deux distinctes et que n

est la dimension de R™.
Alors non seulement f est diagonalisable mais ses sous espaces propres sont des droites vectorielles.

Soit « un vecteur propre de f et A la valeur propre associée. x est un vecteur non nul de SEP (f,\) et

SEP (f,A) est une droite vectorielle. Ainsi SEP (f, A) = Vect(x).

D’apres ce qui précede g(x) appartient & SEP (f,\) donc a Vect(z). Alors il existe un réel « tel que:

g(z) = az. Comme z n’est pas nul, x est un vecteur propre de g.

’ Tout vecteur propre de f est vecteur propre de g. ‘

c. f est un endomorphisme de R™ admettant n valeurs propres deux a deux distinctes et n est la dimension

de R™. Ainsi:

’ f est diagonalisable. ‘

Soit B une base de R™ constituée de vecteurs propres de f. B est encore une base de R™ constituée de

vecteurs propres de g. Ainsi la matrice de g dans la base B est diagonale.

’ La matrice de g dans une base B de R™ constituée de vecteurs propres de f est diagonale. ‘

f est diagonalisable donc il existe au moins une base B de R™ constituée de vecteurs propres de f. La matrice

de g dans cette base étant diagonale, nécessairement :

’ g est diagonalisable.

2. a. A est une matrice de M, (R) ayant n valeurs propres deux a deux distinctes donc A est diagonalisable.

Ainsi:

il existe une matrice inversible P de M,,(R) telle que D = P~1 AP soit une matrice diagonale. ‘

Remarque Si nous ne le redisons pas, dans la suite P est une matrice inversible de M, (R) telle que la

matrice D = P~YAP soit diagonale et D = Diag(dy,ds,...,d,).
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b. Soit P une matrice inversible de M,,(R) telle que D = P! AP soit une matrice diagonale.

D = Diag(dy,da,...,d,). SpA =SpD = {di,ds,...,d,}. Comme les valeurs propres de A sont des réels

(strictement) positifs: Vi € [1,n], d; > 0.

Posons Ay = Diag(v/dy,Vda,...,Vd,) et Ry = PAgP~L.

Notons que A = PDP~!. De plus:

A% = (Ding(Vai, Vi, ..., V)" = Diag ((V)*, (V)" ... (V&)") = Diag(d,da, ..., dn) = D.

Alors RZ = (PAgP™1)2 = PAZP~! = PDP~! = A. Ry est une racine carrée de A.

Soit P une matrice inversible de M,,(R) telle que D = P~! AP soit une matrice diagonale.

Si D = Diag(dy,da, ..., d,) alors PDiag(y/dy,ds,...,\/d,)P~! est une racine carrée de A.

c. AR=R’R=R?=RR? = RA.

Si R est une racine carré de A: AR = RA.

Soit By la base canonique de R™. Notons f et g les endomorphismes de R™ de matrices A et R dans la base
By. f a n valeurs propres deux a deux distinctes car c’est le cas pour A par hypothese. De plus fog=go f

car AR = RA.

P est une matrice inversible de M,,(R) il existe une base B de R™ et une seule telle que P soit la matrice de
passage de By a B.

Remarque Si By = (eq,ea,...,e,) et si P = (p;;), B = (¢'1,€2,...,€',) avec, pour tout j dans [1,n],

€= 2. Pijei
i=1
D = P7!AP est alors la matrice de f dans la base B. Comme D est diagonale, B est une base de R"

constituée de vecteurs propres de f. 1.c permet alors de dire que la matrice de g dans la base B est

diagonale.

Or la matrice de g dans la base B est P"'RP. Ainsi P"'RP est diagonale.

Si R est une racine carré de A et si P est une matrice inversible de M,,(R) telle que D = P~*AP soit

diagonale alors P~1RP est diagonale.

d. P est toujours une matrice inversible de M, (R) telle que D = P~!AP soit une matrice diagonale.

D = Diag(dy,ds, ... ,dy).
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Notons que SpA = SpD = {dy,ds,...,d,}. Par hypotheése les valeurs propres de A sont strictement

positives. Par conséquent les réels dq, ds, ..., d,, sont strictement positifs.

Ce qui précede montre que si R est une racine carrée de A alors il existe une matrice diagonale A de M., (R)

telle que P"'RP = A ou R = PAP~ ..

Ainsi les racines carrées de A sont du type PAP~! oul A est une matrice diagonale de M,,(R). Il est donc

légitime de rechercher les racines carrées de A sous la forme PAP~! o1 A est une matrice diagonale.
Soit alors une matrice diagonale A = Diag(1,d2,...,0,) de M, (R). Posons R = PAP~!,

R?= A< (PAP™)? = PDP™! <= PA’P~' = PDP~' «= A?=D.

Notons que la derniére équivalence est justifiée par le fait que P est inversible.

R? = A < (Diag(é1,0s,...,0,))> = Diag(dy, da, ..., d,) < Diag(6?,63,...,62) = Diag(dy,ds, ..., dy).
R?=A<=Vie[l,n], 62 =d; < Vie[l,n], 3e; € {~1,1}, 6 = &; V/d;.

Ainsi 'ensemble des racines carrées de A est ’ensemble
R = {PDiag (51 Vdi,ean/da, ... En \/dn) Pl (e1,60,...,60) € {1, 1}”}

Comme {—1,1}™ a 2™ éléments il semble assez clair que R a également 2" éléments.

Démontrons le (cela ne s’impose pas le jour du concours!!) en prouvant que {—1,1}" et R sont équipotents

c’est a dire qu'il existe une bijection de 'un vers 'autre.
Posons V(e1,€9,...,6,) € {—1,1}", ¢(e1,€9,...,e,) = PDiag (51 Vdi,ea/da, ... e, \/dn) pL.
Le résultat obtenu plus haut indique clairement que 1 est une application surjective de {—1,1}" dans R.

Montrons qu’elle est injective. Soient (€1,¢€2,...,&,) et (¢'1,€'2,...,€'y,) deux éléments de {—1, 1}" tels que

P(e1,€2,. .. 6n) = Y(E'1, €9, ... €0).

PDiag (e1V/dy,e2/da, ... ,en\/dy) P71 = PDiag () Vdy,e5Vda, ..., el \/dy) P71
En multipliant & droite par P et & gauche par P~! il vient :

Diag (1 vVd1,e2Vdz, .. .,e,\/dy) = Diag (¢} Vdy,eb V/da, ..., e, V/dy).

Alors Vi € [1,n], e;/d; = €} v/d;. Or Vi € [1,n], Vd; # 0. Ainsi Vi € [1,n], &; = ..
Donc (e1,€2,...,&n) = (¢'1,€'2,...,€',). Ceci achéve de montrer I'injectivité de ).

1 est donc bijective et ainsi le cardinal de R est celui de {—1,1}" c’est & dire 2".

A posseéde exactement 2™ racines carrées.
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Partie IV - Racine carrée symétrique positive d’une matrice symétrique

positive de M,(R)

Dans la suite ||.|| est la norme associée au produit scalaire canonique de M,, 1(R).
1. Soit A une valeur propre de S. Soit X un vecteur propre associé.
Comme S est positive : X SX > 0. Alors 0 < ' XSX =1X(AX) = M XX = )\[|X]?

Donc 0 < A || X2 et || X2 > 0 car X n’est pas nul. Par conséquent : A > 0.

’ Toutes les valeurs propres de .S sont positives ou nulles.

2. S est une matrice symétrique de M,,(R). D’apres le cours:

il existe une matrice orthogonale P de M,,(R) telle que la matrice D = P~1SP soit diagonale.

3. Posons D = Diag(dy,da,...,d,). SpA=SpD = {dy,ds,...d,}.

Comme les valeurs propres de S sont positives ou nulles, les réels dy, da, ..., d,, sont positifs ou nuls.
Posons Ag = Diag(v/dy, Vda, ...,/d,) et Ry = PAgP™L.

Notons que S = PDP~!. De plus:

A2 = (Diag(Vdr, Vdz, . ..,v/dy))® = Diag ((@)2, (V). (\/E)Q) = Diag(dy, do, . .., dyn) = D.

Alors RE = (PAgP~1)? = PA3P~1 = PDP~! = S. Ry est une racine carrée de S.

Montrons alors que Ry est symétrique et positive. Rappelons que P est orthogonale ; ainsi P~! = *P. Notons

également que Ag est symétrique car elle diagonale.

tRO = t(PAQP_l) = t(PAOtP) = t(tP) tAOtP = PtAOtP = PAOtP = PA0P_1 = Ry ; Ry est Symétrique.

Soit X un élément de M,, 1(R). Posons Y = P71 X.
Y
Y2
11 existe un élément (y1,y2,...,yn) de R™ tel que Y = . |. DeplusY =tPX.
Yn
Alors tXRoX = tXPAQP_lX = 75)(.PA()75.P)( = t(tPX)A()tPX = tYA()Y.
Y1 Vi
. Y2 Vidz o
"XRoX = (y1y2 -+~ yn) Diag(Vd1, vV, ....Vdn) | . | = (152 -+~ yn) :

Un Vdy Yn

3

1

i
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n
Alors X RoX = Y V/d; y? donc ' X Ry X est positif ou nul. Ceci achéve de montrer que Ry est positive.

i=1

Donc Ry est une racine carrée symétrique et positive de S.

Soit P une matrice orthogonale de M, (R) telle que D = P~1SP soit une matrice diagonale.

Si D = Diag(dy,ds,...,dy,) alors P Diag(yv/dy,v/ds,...,/d,)P~! est une racine carrée symétrique et
positive de S.

4. a. Soit A une valeur propre de R. Soit X un élément de SEP (R, A).
SX = R’X = R(RX) = R(AX) = ARX = A(AX) = \2X ; SX = \2X

Ainsi SEP (R,\) C {X € M, 1(R) | SX = A2 X}. Comme SEP (R, \) n’est pas réduit au vecteur nul de
M., 1(R), il en est de méme pour {X € M, 1(R) | SX =\ X}.

Alors A\? est une valeur propre de S et : SEP (R,\) C {X € M, 1(R) | SX =\ X} = SEP (5, A?).

Si \ est une valeur propre de R, A\? est une valeur propre de S et SEP (R, )\) C SEP (S, )\2).

p
b. Soit X un élément de @) SEP (R, ;).

i=1

p p
Il existe un élément (X1, Xa,...,X,) de [[SEP (R, ;) tel que X =) X;.
i=1 =1

Or Vi € [1,p], SEP (R, ;) C SEP (5,)?) donc Vi € [1,p], X; € SEP (5,)?).

Alors X = Z X, € @ SEP S /\2 Finalement :

@SEP R\ c@SEP (S,A7).

P p
c. @SEP R\)C @SEP (S,A?) donc dim (@SEP (R, A-)) < dim (@SEP (S,Af)).

i=1 i=1

p
Ces sommes étant directes : Z dim SEP (R, \;) Z dim SEP S )\2)
=1

i=1

A1, A2, ..., Ap sont LES valeurs propres de R et R est diagonalisable car R est une matrice symétrique de

M, (R), alors: Z dim SEP (R, \;) =n

=1
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DY DT )\12) sont DES valeurs propres de S et la somme des dimensions des sous-espaces propres de S
P
n’exeéde pas n (en fait elle vaut ici n, car S est diagonalisable!) ; ainsi Z dim SEP (S, A7) < n
i=1
P P
n=Y_ dimSEP (R,\;) <Y dimSEP (S,A}) <n
i=1 i=1
d. Dans ces conditions Z dim SEP (S, )\12) = n. Comme la somme des dimensions des sous-espaces
i=1
propres de S est inférieure ou égale & n, S ne peut pas avoir d’autres valeurs propres que A2, A3, ..., )\12).
AN /\127 sont les seules valeurs propres de S.

Vi € [1,p], SEP (R,\;) C SEP (S,A?) donc Vi € [1,p], dimSEP (R, ;) < dimSEP (S, 7).

P
Rappelons que Z dim SEP (R, \;) Z im SEP S )\2)
i=1 i=1

Supposons alors qu'’il existe un élément ig de [1,p] tel que dim SEP (R, \;,) < dim SEP (S A2 )

Yo

P
> dimSEP (R,\)= Y dimSEP (R,\)+ SEP (R, \;,).
=1 i€[1,p]—{i0}

p
> dimSEP (R, \) < Y dimSEP (S, A7) + SEP (R, \;,).

i=1 ie[1.p]—{io}

P
> dimSEP (R,A\) < > dimSEP (S, A7) + SEP (S, A7).

» Mo
i=1 i€[1,p]—{io}

P p
Alors Y~ dim SEP (R, \;) < »_ dimSEP (§,A?). D’olt une légere contradiction.
=1 i=1

Ainsi Vi € [1,p], dimSEP (R, \;) = dimSEP (5,)7). De plus Vi € [1,p], SEP (R, ;) C SEP (5,X7).

M., 1(R) étant un espace vectoriel de dimension finie, on a alors:

pour tout élément i de [1, p], SEP (R, \;) = SEP (S, \?).

-eme

e. Pour tout ¢ dans [1,n], notons C; la i colonne de P. Comme P est une matrice orthogonale de

M, 1(R), (C1,Cs,...,Cy) est une base orthonormée de M,, 1(R).
Notons que P est alors la matrice de passage de la base canonique de M,, 1(R) & la base (C1,Cs,...,Cy).

De plus P~1SP est une matrice diagonale donc (Cy,Cy,...,C,) est une base de M1 (R) constituée de

vecteurs propres de S.

SPR={A1,A2,.. .. A}, SPS ={A1, A3, ..., A2} et Vi € [1,p],SEP (R, \;) = SEP (S5,)?). Alors R et S ont

les mémes vecteurs propres.
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Ainsi (Cy,Cy,...,CY) est une base de M,, 1(R) constituée de vecteurs propres de R.

Comme P est alors la matrice de passage de la base canonique de M,, 1(R) a la base (Cy,Cs,...,Cy):

’ P~1RP est une matrice diagonale. ‘

f. Supposons que que R’ soit une seconde racine carrée symétrique et positive de S.
D’apres ce qui précede: P~'RP et P~'R’P sont deux matrices diagonales.
Posons P~'RP = Diag(r1,72,...,7,) et P"1R'P = Diag(r'1,7"9,...,7",).

Diag (r2,72,...,72) = (Diag(r1, 72, ...,m))° = (P"'RP)? = P"'R2P = P~1SP.

r'n

. . 2 2 2 _ I . 2 42 2
De méme Diag (r}~, 74", ..., r.,") = P71SP. Ainsi Diag (r},r3,...,r2) = Diag (r{~, 75", ...,7.7).

Alors Vi € [1,n], r2 = r/°.

R est une matrice symétrique positive. On montre alors comme dans 1. que ses valeurs propres sont positives

ou nulles.
Or:{ry,re,...,7,} = SpDiag(r1,72,...,7,) = Sp(P"'RP) = Sp R.

Ainsi rqy, 79, ..., 7, sont des réels positifs ou nuls. On montre de méme que i, 14, ..., ), sont des réels positifs

ou nuls.
Vi € [1,n], r2 = r/* donne alors Vi € [1,n], r; = r’.

Dans ces conditions Diag(ry,ra,...,7,) = Diag(r'y,7’s,...,7",) et ainsi P"'RP = P1R'P.

En multipliant & droite par P~! et & gauche par P il vient R = R’.

S admet une unique racine carrée symétrique positive.

Remarque Résultat on ne peut plus classique mais obtenu de maniére bien laborieuse...




