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. 00
PARTIE I - Etude de la fonction = — / ;lft at
0

) sinu
Notons que la fonction v —

est continue sur ]0, +oco[. Soit  un élément de |0, +oo].

1
Les fonctions u — — et u — — cos u étant de classe C! sur |0, +ool, une intégration par parties simple donne :
U

F(m):/ smudu:/ lginuduz {1(—cosu)] _/ (—12> (— cosu) du.
1 u 1 u U 1 1 u

Ainsi F(z) = T cost —/ O Q.
z 1

u2
cos T T cosu
vV €]0,4o00[, F(z)=— +cosl— / 5—du. | (1)
x 1 u
cos T 1 . 1 . . cos T
Va €]0,400[, 0 < ‘ ‘ < —- Comme lim — =0, il vient par encadrement : lim =0.
xT xT r—+00 I r—+o0 X
o cosx . . e 1 . <
Ainsi z — — + cos 1 admet une limite finie en +oo. L’égalité (1) autorise alors a dire que F' admet une
x
. : : : ¥ cosu . : o
limite finie en 400 si et seulement si x — 5— du admet une limite finie en +00; autrement dit si et
1 u
(1% cos
seulement si 5— du converge.
1 u
cosu 1 Heo . . L
Or Yu €]0,+o0], 0 < ‘ 3 ‘ < — et — du converge; les regles de comparaison sur les intégrales
U U U
' oo cosu
généralisées de fonctions positives donnent alors la convergence de / ‘ 3 ‘ du.
1 u

+°° cos ) R
5— du est absolument convergente donc convergente. Ceci achéve de montrer que :
1 u

x +oo
sinu L. . sinwu
F:x— / du admet une limite finie en +00 donc que / du converge |.
1 u 1 U
. . T sinw
Dans la suite « = lim F(z). On a encore: o = du.
r——+00 1 U

est continue sur ]0, +oo[. Soit z un élément de ]0, +oo.

1
Les fonctions u — — et u — sinwu étant de classe C! sur ]0, +oo[, une intégration par parties simple donne :
u



N “1 1 ¢ VA
G(x) :/ cosudu:/ — cosudu = [ (sinu)] —/ (—2> sin u du.
1 u 1 U u 1 1 u

Ainsi Vz €]0, +00], G(z) = =X —sin1 +/ MY Gu (2).
T 1

w2

1 .1 q o . sinx
< — Comme lim — =0, il vient par encadrement : lim
€T r——400 I r— 400 xX

sin x

=0.

Vz €]0,+o0[, 0 < .

sinx
Ainsi x — —— —sin1 admet une limite finie en +00. L’égalité (2) autorise alors & dire que G admet une
x

sinu
du admet une limite finie en +oo ; autrement dit si et

limite finie en +oo si et seulement si x — /

. [T sin
seulement si —5— du converge.
1 u

. +oo
sin u 1 N . s
Or Yu €]0,+o0[, 0 < — | < et / — du converge; les regles de comparaison sur les intégrales
U U
T I sinu
généralisées de fonctions positives donnent alors la convergence de / —— | du.
1 u

oo sinu
du est absolument convergente donc convergente. Ceci achéve de montrer que:
1 u

COoS u

du converge |.

¥ cosu +oo
G:z— / du admet une limite finie en 400 donc que /
1 U 1 U

COoSu

du.

Dans la suite 8 = hm G(z). On a encore: § = /

xr— 400

sin(u + b)
u

Remarque On peut aisément faire a. et b. simultanément en montrant que x — / du admet

une limite finie en +o0o et en donnant a b successivement les valeurs 0 et 5 !

. Soit x un réel strictement positif.

L, sinu
Répétons que u — —— et u —
U

u
sont continues sur |0, +oo[.

! CoSu

1 .
sinu
Par conséquent les intégrales / ——du et / du existent.
U
x

x

+o0o o +oo
., sinu cos u
Or les intégrales / du et / du convergent.
1 U 1 u

T T sinu T cos )
Ainsi les intégrales du et du convergent également.
xr

© U U

+oo s T L3 +oo 1 +oco
De plusa—F(m):/ Smudu—/ Smudu:/ Smudu—l—/ Smudu:/ S
1 u 1 U 1 u . u . u

cosu

du.

u

De méme § — G(z) = /+°°

> sinu o cosu
Pour tout réel x strictement posmf du et du convergent.
U
xX




T sinw T cosu

vz €]0, +o00], /

x

du=a— F(x) et/

T

du =g — G(z).

u u

2. a. Soient x et T deux réels strictement positifs. Le changement de variable u = t + = donne sans difficulté :

T . o+T o+T .

sint sin(u — x sinu cosx — cosu sinx Lo

dt = ¥ du = du. Ainsi:
0o t+x = U = U

T T —
t
vz €]0, +oo|, VT €]0, +o0], / S° 4t = cosz / Y qu - sinz / COSY Q.
0 t x z u - u

+oo i +o0
sinu cosu
b. Soit x un réel strictement positif. / du et / du convergent donc :

. T sinu . T cosu T sinw . T cosu
lim CcoS X du —sinzx du | =cosz du —sinx du.
T—+00 - U - u - u - u

. 400 - +00

. sint sin u . cosu ,

Alors lim dt = cosx du —sinx du. Par conséquent :
T—+co Jo T+ = U = U

sint
t+x

dt converge.

+oo
pour tout réel x strictement positif, /
0

+oo o3 +oo 3 +oo
sint sinu COS U
Yz €]0, +o00], / dt = coszx / du —sinx / du.
0 t+x = U z U

too s +oo s 400
t
3.  Vz€]0,4+o00], A(z) = / PP 4t = cos / S Ju —sina / COSY .
o t+a S o

Ainsi Va €]0, +oo[, A(z) = (a — F(z)) cosz — (8 — G(x)) sinz.

sinu COS U

F (resp. G) est la primitive sur I'intervalle |0, +o0c[ de la fonction continue u —

prend la valeur 0 en 1. Ainsi F et G sont de classe C* sur |0, +oc].

sinx ot G'(z) = cos T

De plus Vz €]0, 40|, F'(z) =
T T

F' et G’ sont clairement de classe C! sur |0, +o00[ donc F et G sont de classe C? sur ]0, +oo].

F, G, cos et sin sont de classe C? sur |0, +oo[ donc A = (a— F) cos —(3— G) sin est de classe C? sur ]0, +-o0].

’ A est de classe C? sur |0, +o0]. ‘

Soit z un élément de ]0, +oo[. A'(z) = —F'(z) cosz+(a—F(z)) (—sinz)—(—G'(z)) sinz— (8—G(z)) cosz.

sinx Ccos T

Notons alors que —F'(z) cosz — (— G'(z)) sinz = — cosT — (— ) sinz = 0.

T

Ainsi A'(z) = (o — F(z)) (—sinz) — (8 — G(z)) cosz = (F(z) — @) sinz + (G(z) — B) cosz.

Alors A”(z) = F'(z) sinz + (F(z) — @) cosz + G'(z) cosz + (G(z) — ) (—sinz).



sinx

Ce qui donne A" (x) = ( .

) sinz — (a — F(x)) cosz + (?) cosz + (8 — G(x)) sina.

Donc A" (z) = —((a — F(x)) cosz — (B — G(z)) sinx) + sin’ 2 + cos” @ =—A(x)+ L

x T

Ce qui donne A(z) + A" (x) = 1
T

Va €]0, +oof, A(z) + A" (z) = %

Va €]0,+00[, A(z) = (o — F(x)) cosz — (8 — G(z)) sinz.
Alors Va €]0, +o00|, |A(z)| = |(a — F(x)) cosz — (8 — G(x)) sinz| < |a — F(z)||cosz| + |8 — G(x)] | sin .
Donc Vz €]0, +o0], 0 < |A(z)| < |a = F(x)| + |8 — G(2)|.

Comme lim (a— F(z)) =0 et

li
T—+00 T—+

m (8 — G(x)) =0l vient par encadrement mETOO A(z) =0.

De méme Vz €0, +oo[, A'(z) = (F(z) — a) sinz + (G(z) — B) cosz donc:

Va €]0, +oo, |A'(z)| = |(F(z) — a) sinz + (G(z) — B) cosz| < |F(z) — af [sinz| + |G(x) — B] | cos z|.
Vz €]0,+oc[, 0 <[A'(z)| < |F(2) — al +|G(z) - 4]

Comme lim (F(z)—a)=0et lim (G(z)— ) =0 il vient par encadrement lim A’(z) = 0.

r——400 r——+00 r——400

lim A(x)=0et lim A'(z)=0.

Tr— 400 Tr——+00

. Soit z un élément de 10, 1].

1 1
Vu € [2,1], — > 0et 0 < cosu < 1donc Vu € [z,1], 0< cosu <=
U U U
Lcosu |
En intégrant il vient0</ dug/ —du car x < 1.
14 )
Or/ —du=[Infu]] =Inl—Inz =—Inz. Finalement:
T u *
Lcosu
vz €]0, 1], 0</ du < —Inz.
. U

+o0 1 +o0
. cosu . cosu . cosu
. Vz €]0, 400, sinz / du =sinx / du + sinx / du.
T 1

= U U U

+o0 too
i ' cosu o : . cosu .
Notons que lim (smx / du) = 0. Ainsi pour montrer que lim (smx / du) =0,il
1 " U

z—0t U z—0t

1
suffit donc de montrer que: lim (sinx / cosd du) =0.
xr

z—0 u

Ccosu

du<—Inz et sinz > 0.

1
vz €]0,1], 0 < /



COS U . sin x
du < sinz (—Inz) = —
u x

(z lnx)) = 0.

1
Par conséquent : Vz €]0,1], 0 < sinz / (z Inz).

sinx

Or lim <smx> =1let lim (x Inz) =0 donc lim (—

z—0t x z—0t z—0t T

. . . ! cos u . N
Il vient alors par encadrement: lim ( sinx du ) = 0 et ceci achéve de montrer que:
z—0t x u

+oo
. . cosu
lim (sinx du | =0.
z—0t z U

sinu . N s .
u — —— est continue sur R* et prolongeable par continuité en 0 car hn%
U u—0 u

sinu

=1

sin u

1 +o0o
L sinu
Ainsi du converge. Or nous avons vu plus haut que du converge donc:
0o u 1

T sinu
du converge.
0 u

+oo o +oo o
sinu sinu

Ceci permet de dire que lim du = / du.

x—0 z u 0 u

+00o i +o0
sinu cosu
Rappelons que Vz €]0, +o0[, A(z) = cosx / du — sinx / du.
. U x U
+oo
. . cosu
Rappelons également que lim (smx / du) =
x—0 x U

sinu
du — 0. Finalement :

+00
Alors lir% A(z) =1x /
€Tr— 0

u

+oo s
lim A(x) :/ S Q.
0

z—0t u

efxt

17 0t

. +o0
PARTIE II - Etude de la fonction x —>/
0

Soient x un réel strictement positif et £ un élément de N.

tkt e—act

lim (tk e_“) = 0 donc il existe un réel A strictement positif A tel que: Vt €] A, +o0], <1.

t——+o0

Ainsi t — t* e~ est bornée sur |A, +00[. Comme cette fonction est continue sur le segment [0, A] elle est

également bornée sur [0, AJ.

t — t" e7® est bornée sur [0, A] et sur ]A, +oo[ donc elle bornée sur [0, +ocl.

Pour tout réel z strictement positif et pour tout élément k de N, t — t¥ e=* est bornée sur [0, +oo].

Fixons de nouveau z dans |0, +-00[ et k dans N. t — t* =" est bornée sur [0, +oo[ donc il existe un réel M

strictement positif tel que Vt € [0, +oo[, 0 < tFe @t = [tFe7"!| < M. Ainsi:



k —xt

1.t — TiE est continue sur [0, 4o00[;

< <
142 5~ 1+41¢2

bl

tk —xt M M
2.Vt e [1,+oof; 0< =5 =

+oo 1
3. / — dt converge.
7

Les regles de comparaison des intégrales généralisées de fonctions positives donnent alors la convergence de
+oo —xt
e
— dt.
0 1+t

Pour tout réel = strictement positif et pour tout élément k de N, / T3
0

+o0 tk —xt
dt converge.

. @:u — e* est une fonction de classe C2 sur R et Vu € R, ¢'(u) = ¢ (u) = .

L’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a ¢ a ’ordre 1 donne:

|u — 0 u?

Vu € R, |p(u) — ¢(0) — (u—0)¢'(0)| < Max |¢"(2)] ou Vu € R, |e* — 1 —u| < 5 Max €.
<> <>
z€ [0,u] z€ [0,u]

Comme la fonction exponentielle est croissante sur R:Vu € R, Max e < eMax(0w) ¢ el
<>

z€ [0,u]
2
. u u
Ainsi Vu € R, |e" — 1 —u| < 5 Max e® < 5 elvl
<>
z€ [0,u]

2
U
Yu € R, |e“—1—u| <?e‘“|.

. Soient k un élément de N, x un réel strictement positif et h un réel tel que 0 < |h| < g
<h< g donc 0 < g < z + h. Alors on peut parler de Bg(x + h)... ainsi que de By (), Bry1(x) et de
x
BM (5)

By (z + h) — Bi(z)

Posons A(h) = A + Bpy1(x).

1 +oo tk e—(r+h)t tk e—:vt htk+1 e—$t 1 +oo tk e—rt
A(h) = — — dt = — Mt 14 ht) dt.

() h/o ( 1+ I+ F 11 ) h/o e +ht)
tk 7115
Soit A un réel strictement positif. Posons A4(h =5 / o t2 e ht 14 ht) dt.
Notons que Alirf Aa(h) = A(h). Ainsi hm |AA(R)| = |A(R)].
1 Ak o—at e —xt e

Ay(h)| == TP — 14 ht)dt e """ — 1+ ht|dt.
[Aa(h)l h/o e + ht) |h\/ 1+t2‘ + ]

En appliquant le résultat de a) il vient :

the—=t ht th+2 o([h|—2)t h A tht2 o(Ih|—x) t
[Aa(h)| < / S i ar = / dt:u/ -t gt
h] 2\h| 0

1412 14 ¢2 2 14 ¢2



tht2 o(Ih|—x) t tht2 =5t

<
1+¢2 1442

Al < g donc Vt € [0, +oo], elM=21t L5201 — ¢=5 ¢ donc Wt € [0, +o0],
A k42 g(|hl-a)t (ht2 =%t
———dt < / ————dt car A est (strictement) positif.

0

En intégrant on obtient alors : /
141¢2

0 1+ ¢2
|h| / tht2 (k|- x)t |h| / tht2 -5t
Al A dt.
ors |Aa T1+e2 142

+oo tk+2 e~ % t

x x
By, 42 est définie en 5 car 5 est strictement positif donc / dt¢ converge.

0 1+¢2
De plus lim A (k)] =[A(R)].

Ainsi

Bilw + h})L — Bi(=) + Bit1(x)

_ |h| +ootk+2 -5 |h| T
=AM < N i 23k+2(2>

Vk € N, Vx €]0,400[, Vh e R, 0 < |h] <

+ Biy1(z)| <

X

’Bk(x—f—h})l—Bk(x) \f2L| Biss (:;)

1\3\%2

. Soit k un élément de N. Soit = un réel strictement positif.

Vh € [ } {0}, 0< ‘Bk(x+hi)z_Bk(x) + Bqi(z)| <

h

IZ\ Biys (3) et Jim ('Z' Bjsz (”;)) = 0.

+ Bkﬂ(x)) ~0.

Il vient alors par encadrement : lim
h—0

Bk(.’t + h) — Bk(x)

Ceci donne encore : lim = —Bi41(x).
h—0 h
Par conséquent By, est dérivable en z et By (x) = —Bj11(z).

Pour tout élément k de N, By, est dérivable sur |0, +oo[ et Vo €]0, +00[, B} (z) = —Bgi1(x). ‘

. Ce qui précede montre en particulier que By est dérivable sur |0, +-o00[ et que Vz €]0, +o0o[, Bj(z) = —Bi(x).
Cela montre également que B; est dérivable sur ]0, +o0o[ et que Yz €]0, +oo[, Bi(z) = —Ba(z).
Alors By est deux fois dérivable sur |0, +oo] et Va €]0, +oo[, Bf(z) = —Bj(z) = Ba(z).

Mais Bs est dérivable sur ]0, +o0o[ donc continue. Alors By est continue sur |0, +oo[. Finalement :

’ By est de classe C? sur 0, +o0|. ‘

+oo t2 efxt efa:t +oo
Va €0, +oo[, By(x) + Bo() = / < + ) dt = / et dt.
0 0

142 1+¢2
“+oo A —xt- A 1 —x A 1
Va €]0, +o0], / e tdt = lim e tdt = lim ([— ¢ } > = lim ( . ) =—
0 A—+co Jg A—+o0 x 0 A—+o0 x T
+oo 1
Ainsi: Vz €]0, +o00], / e tdt = —-
0 X



. a

1
Vz €]0, +oo[, Bj(x)+ Bo(z) = —

“+oo —xt +oo —xt
t
Soit  un élément de ]0, +oo[. Rappelons que By(z) = /0 e dt et —B{(z) = By(x) = /0 16+ e dt.
1 e—xt
Yt € [0, +o0l, e <lete ™ >0donc Vte[0,4+o0f, 0< e <e %t
oo 1 1
Or nous venons de voir que / e "'dt = —- En intégrant il vient donc: 0 < By(z) < ~-
0 T X
vt € [0, +o0] ! <lette ™" >0doncVtel0,+ [0<t€_zt<t—ﬂ“t
00 <lette > 0 donc ,+ool, 0K <te N
' D14 t2 1+1t2

Atpeat

A
Ainsi en intégrant on obtient : VA € [0, +oo], 0 < / dt < / te @t de.
0

o 1412

Une intégration par parties simple donne :

A —xt A A —xt
VA€[0,+oo[,/ te—“dtz{te } —/ ° at
0

0 —T 0 —X

A —xz A A A +oo
Ae % 1 1 1 11
Alors VA € [0, +o0], / te—otdr = — =€ +7/ e_“dtgf/ e_”dtgf/ et At = -~ =
0 X X 0 X 0 X 0 rxr
1
22

Ageat 4 1
Par conséquent VA € [0, +oo], 0 < / dt < / te ?tdt —-
0 x

o 1427
. L 1 , 1
En faisant tendre A vers +oo il vient 0 < Bi(z) < — ou 0 < —By(z) < —-
x x
1
Va €]0, +00[, 0 < Bo(r) < = et 0 < —By(x) < -
x x

1 1
lim —=0et lim — =0. Il vient alors sans difficulté par encadrement :
r—4oc0o I T——400 X

lim By(z)=0et lim B{j(z)=0.

T— 400 r— 400

Soit z un élément de |0, +o0].

1

t <=
1482 7 ¢2

est continue sur [0, +o0[, Vt € [1, 00|,

+oo 1
- — et / — dt converge.
1+41¢2 .t

Les regles de comparaison des intégrales généralisées de fonctions positives donnent alors la convergence de

“+oo
1
/ L
o 1+t

1 —ot 1
Vt € [0,+00f, e < 1et ¢

> 0 donc: Vi € [0, +o0], —— < ——.
1+¢2 one (0,400l T S T

+o0 e~ Tt +o0 1
En intégrant on obtient alors By(x) = / ——dt < / —— dt-
o L+t , 1+t



—2% est une fonction décroissante sur R car x est strictement positif. Alors :

e~ Tt e—\/i

> .
14627 1+¢2

Notons que t — e

—its T YE _ —VE 1 . 1
et z2e Ve =e VT g, 2>0d0nc.Vte{0,ﬁ ,

1
\/E] 1+t

—Vz |
M P e—ﬁ/ dt-
1+12 o 14122

vVt € [O,

En intégrant il vient ﬁe_“dw/“lg
1 1mtegrant 11 vient . —_—
& o 1+t27 7 ),

1 e—:ct “+oo e—rt “+oo e—rt “+o0 e—zt
VYt € { —l—oo[, —s =20 donc / —dt >0 (/ — dt converge car / — dt con-
0

NG 1+t + 1+41¢2 + 1+t 1+t
verge).
oo —xt < oo —xt - —at <
e Ve e VT e vz o1
Alors By(z) = ——dt= ——dt ——dt> —dtzeV® dt-
ors Bo(w) /0 1+¢2 , 1+ +/} 11297 ), 17297° /0 1+¢2

142 1+1¢2

| too g
Va €]0, +oc], e—ﬁ/ dt < By(x) g/ dt-
0 0

b. tan est de classe C! sur [0, g [ et définit une bijection de [0, g [ sur [0, +o0o[. Soit y un élément de [0, g [

Yy tany 1
Le changement de variable ¢ = tanu donne alors / du = / o e dt (dt = (1 + tan®u) du ou du =
0 0
1
——dt).
14 ¢2 )

T Yy tany 1
v [o,f[,/ d :/ |
velBal ), T, Tre

T tany 1 Yy
- ——dt = du =y.
Vye[0,2[,/0 11 /O u=y

Comme lim tany = 400, en faisant tendre y vers 5 par valeur inférieure, il vient :

y— 5

—+o0
1
..
o 14+t2 2

400
1
[ anT
0 1+t2 2

=1 e
Rappelons que Yz €]0, +oo, e~ V* /0 e dt < Bo(z) < /0 e dt-

1
14 ¢2

Ainsi : Vz €]0, 400, e~ V" /ﬁ dt < Bo(z) <
0

o3

1
1 = 1 too 4
lim — = 400 donc lim / ——dt = / = _dt=".De plus lim e V® =1.
z—0*t \/5 z—0+ 0 1 + t2 0 1 + t2 2 rz—0t

1

vz o1

Ainsi lim e V® dt = Z. 11 vient alors par encadrement :
r—0+ 0 1+ t2 2

lim By(z) = g

z—0t




10

sinu

du

u

“+oo
PARTIE III - Calcul de I’intégrale /
0
1
Rappelons que A et By sont de classe C? sur ]0, +o0[ et que Vo €]0, +oo[, A”(z)+A(z) = B{(x)+ Bo(z) = =
Or Yz €0, +oo|, p(z) = A(z) — Bo(x) donc ¢ est de classe C? sur |0, +ool.
1 1

De plus Var €]0, o0, p(z) +¢"(x) = A(z) — Bo(z) + A"(z) = By () = — — — = 0.

U = ¢? + ¢'? est dérivable sur |0, +oo[ car ¢ est de classe C? sur |0, +oo[. En dérivant on obtient :

W €]0,+oof, U'(z) = (¢* +¢”) (2) = 2¢' (@) () + 2¢"(2) ¢'(z) = 2¢/ () (p(2) + ¢ (x)) = 0.

U est alors de dérivée nulle sur Pintervalle |0, +o00[ donc :

’ U est constante sur |0, +00]. ‘

lim A(z) = lim By(z)=0et lim A'(z)= lim B{(z)=0.

r——+00 r——+00 r——+0o0 r——+00

Donc lim ¢(z) = lim (A(:U) - B(:L‘)) =0et zgrfoo ¢'(z) = lim (A’(z) - B’(:U)) = 0.

r—+00 Tr—+00 xr— 400

Alors lim U(z) = lim ((ap(m))Q + (4,0'(33))2) =0.

r——+00 r——400

lim U(z) =0.

Tr——+00

U est constante sur |0, +oo[ et lim U(xz) =0. Ainsi U est nulle sur ]0, +o0.

T—+00

Alors Vz €]0, 400, A(z) — By(z) = 0.

’ vV €]0,+00[, A(x) = Bo(x). ‘

+oo s
Vz €]0,4o00], A(x) = Bo(z), lim A(z) = / Y qu (d’apres I.5.c.) et lim Bg(x) = — (d’apres
0

rz—0t u z—0t
II.4.c.). Ainsi:

bo| 3

+oo :
S u s
du = —-
0 u 2

SECOND PROBLEME

PARTIE I - Etude d ’exemples

A==

— = O
_ O =

1
1 | est positive car ses coefficients sont des réels positifs ou nuls.
0
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1 1 0 1 1 1 1 2 9 1 1 1
U-AU=|1]-=11 0 1 1]=11]- 2 :(1—> 1]==-11
1) 3\1 1 o0 3
U — AU est strictement positive.

Ainsi U est une matrice (strictement) positive de M3 ;(R) telle que la matrice U — AU soit strictement

positive.

Ceci achéve de montrer que:

1 0 1 1
A:§ 1 0 1 | estproductive.
1 10
1 4 1
Notons que B= [ 2 1 3 | est une matrice positive de M3(R).
0 0 1
x
Soit P = | y | une matrice positive de M3 1(R).
z
T 1 4 1 x T z+4y+ 2 —4dy —z
P-BP=ly]|—-12 1 3 yl=1y|—-|22+y+32z | =] —2z—-3z2
z 0 0 1 z z z 0

Le dernier coefficient de P — BP est nul donc cette matrice n’est pas strictement positive.

Ainsi il n’existe pas de matrice positive P de M3 1(R) telle que P — BP soit strictement positive.

n’est pas productive.

&

Il
O N =
(e NN
— o

PARTIE II - Caractérisation des matrices productives positives

M est une matrice de M, (R).

On suppose que la matrice M = (m;;) est positive. Alors V(i,j) € [1,n]?, m;; = 0.

T
Z2
Soit X = | . | une matrice positive de M,, 1(R). Vi € [1,n], x; = 0.
In
Y1
y2 n
Posons Y = MX = | . |.Vi€][l,n], yi:Zmijxj.
: =
Yn

Comme V(i,7) € [[1,n]]2, my; 2 0etVje[l,n], z; >20:Vie[1,n], y; > 0. Y = MX est positive. Ainsi:
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Si M est une matrice positive de M,,(R), pour toute matrice positive X de M,, 1(R), le produit M X est
positif.

Réciproquement supposons que pour toute matrice positive X de M,, 1(R), le produit M X est positif.

Montrons que M est positive.
Ul
U2 N

Fixons j dans [1,n]. Soit E; = | . | le ¢ élément de la base canonique de M,, 1 (R).
Un

uj =1letVie[l,n]—{j}, us=0.

E; est donc une matrice positive de M, 1(R) donc, par hypothese, M E; est une matice positive.

‘eme

Redémontrons que M E; est la j°™° colonne de M.

U1
V2 , - . :
Posons ME; = | . |. Vie[l,n], v; = E Mk U = Myj U; = My;. Nous retrouvons bien le fait que M E;
: k=1
Up,

est la j°™¢ colonne de M.
Comme ME; est positive: Vi € [1,n], m;; > 0.

Ceci étant vrai pour tout élément j de [1,n] on alors Vj € [1,n], Vi € [1,n], m;; > 0. M est donc positive.

Réciproquement si M est une matrice de M, (R) telle que, pour toute matrice positive X de M, 1(R),

le produit M X est positif alors M est une matice positive.

Si M est une matrice de M, (R), M est positive si et seulement : VX € M, 1(R), X > 0= MX > 0. ‘

PARTIE III - Caractérisation des matrices productives

w1 P1— w1
w2 P2 — w2
Posons W = AP = . .AlorsT =P — AP =
Wn, Pn — Wn

Par hypothese T' > 0 donc Vi € [1,n], p; —w; > 0. Ainsi: Vi € [1,n], p; > w;.

A étant productive, A est positive. Comme P est une matrice (strictement) positive de M,, 1(R), W = AP
est positive d’apres IT 1..

Alors Vi € [1,n], p; > w; > 0 donc Vi € [1,n], p; > 0. Finalement :

’ P est strictement positive.
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b. X > AX donc Vi € [1,n], x; > Z Aij ;.

n

n
y
En particuler x; > E ayj ;. Alors 0 < x — E ar; Tj = CPg — E = ag;j p; (car o = cpg).
Iy

j=1 j=1 j=1 J
. Xy
OrVj e [1,n], =L > ¢, ax; =0 et p; > 0 donc Vj € [1,n], akjp] Cakj pj-
Dj bj

T Ly
Ceci donne: Vj € [1,n], —=L ayjp; < —cay;jpj. En sommant il vient : fz “Lagipj < —c Z akj p;-

Dj — Dj ;

J=1

n n
T

En ajoutant cpg on obtient : cpy — E = agjPj < Cpx — ¢C E agjpj =c¢ | Pk — E Gkj Pj

— Pj — —

Jj=1

n
Z 5 A

Or nous avons vu plus haut que 0 < cpy — g — ap; pj. A fortiori:

j=1*J

0<c pk_zakjpj

P — AP est strictement positive donc tous ses coefficients sont strictement positifs.

n
En particulier le coefficient de sa k™€ ligne qui n’est autre que py — > ak; pj-
j=1

n
Alors pr, — > axjp; >0et 0<c | pr — Z arjpj |. Par conséquent ¢ > 0.
j=1 ;

’ ¢ est positif ou nul. ‘

Vi € [1,n], i > ¢ > 0donc Vi € [1,n], i > 0. Or Vi € [1,n], p; > 0 car P est strictement positive.
Di 4

(2 K3

Ainsi: Vi € [1,n], z; > 0. Finalement :

’ X est positive.

c. X = AX donc nécessairement —X = A(—X). Le tout permet de dire que X > AX et —X > A(—X).

Alors ce qui précede montre que X et —X sont des matrices positives. Par conséquent X est nulle.

Si X est une matrice de M,, 1(R) telle que AX = X alors X est nulle. ‘

Ceci signifie encore que: VX € M, 1(R), (I, = A)X = O, (&) = X = Opq, ,(r). Ce qui est équivalent &

dire que I,, — A est inversible.

’ I, — A est inversible.
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d. Soit X une matrice positive de M, 1(R). Posons Y = (I, — A)~!X et montrons que cette matrice est

positive.

0<X=(,—A)Y =Y — AY donc Y > AY. D’apres II1.1.b. Y est positive.

Pour toute matrice positive X de M, 1(R), la matrice Y = (I,, — A)~1X est positive.

Ce qui précede indique que VX € M, 1(R), X > 0= (I, — A)~'X > 0. II.2. permet alors de dire que:

’ (I, — A)~! est positive. ‘

V =(I,-B)"'U donc V- BV = (I, - B)V =U.
1

U= | . | étant strictement positive il en est de méme de V — BV'|

V-BV >0

(I, — B)~! est, par hypothese, une matrice positive de M,,(R) et U est une matrice positive de M,, 1(R)
donc V = (I, — B)7'U est une matrice positive de M, 1(R).

V est finalement une matrice positive de M,, 1(R) qui vérifie V. — BV > 0.

Comme par hypotheése B est positive, on peut alors dire que:

B est productive.

Grace a II1.1 nous pouvons dire que si A est une matrice productive de M,,(R), A est positive, I, — A est

inversible et (I, — A)~! est positive.

II1.2 vient de nous montrer que si B est une matrice positive de M, (R) telle que I,, — B est inversible et

(I, — B)~ ! est positive alors B est productive. Ainsi:

Une matrice A, de M,,(R), est productive si et seulement si :
1. A est positive ;

2. I, — A est inversible ;

3. (I, — A)~! est positive.

(In— M)I, +2M)=1,+2M — M —2M? =1, +2M — M — M = I,,.
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] (I, — M)(I, +2 M) = I, \

Alors I,, — M est inversible et son inverse est I,, +2 M.
M étant positive il en est de méme de I,, +2 M (non ?) donc de (I,, — M)~1L.

M est une matrice positive de M,,(R), I, — M est inversible et son inverse est positive. D’apres ce qui

précede :

’ M est productive.




