PREMIER PROBLEME

Partie 1

1. a. S est une matrice symétrique et réelle donc ’ S est diagonalisable dans M3(R ‘

P (V3 VB0 )
0
0
6
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1
Vilva vz v2) Vo i

L[ 3+3 V3—V3 V6 — V6 L (6
tPP:g V3 -3 1+1+4+4 V2412 -2V2 :6 0
0
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b. Faisons simple. ‘PP =

— I

oo o EE

VE-V6 V2+V2-2v2 24242

Ainsi P est inversible et P! =P (P est une matrice orthogonale
e Supposons que D est une matrice diagonale de M3(R) telle que S = PD'P.
D =I3DI3 =tPPD!PP =tPSP. D’ou I'unicité de D.

e Des lors posons D = *PSP et vérifions que D est une matrice diagonale de M3(R) telle que S = PD!P.

1\/:’3—\/?30 5221\/51\/5

=tpsp=—| 1 1 -2 25 2l—=[[-vV3 1 V2
V6 V2 V2 V2 2 2 5 V6 0 2 V2
f -3 0 3v3 3 92 L (18 0 0 300
D== 1 =2 -3v/3 3 92 |==10 18 0|=[0 3 0
f V2 V2 0 -6 9vV2 0 0 54 00 9

3 00
D=0 3 0]|.D=!PSP est bien une matrice diagonale de M3(R).
0 0 9

De plus PD'P = P'PSP'P = 3513 = S.

300
Il existe une matrice diagonale D de M3(R) et une seule telle que S = PD'P. D='PSP= [0 3 0
0 0 9
L (V3 11
Remarque On peut encore obtenir le résultat demandé en posant X1 = — [ —v/3 |, Xo = — [ 1 |,
Ve \ o Vo \ o
(V2
X3 = — | V2 | et en vérifiant que (X1, X2, X3) est une base orthonormale de M3 1(R) constituée de
Ve \va
vecteurs propres de S respectivement associés aux valeurs propres 3, 3 et 9.
010 010 010 0 0 1
2.a M-2I;3=(0 0 1|.(M-23%*=(0 0 1 0 01]=(1 00
1 00 1 00 1 00 010
010 0 0 1 1 0 0
M-22=[00 1][{100]|=[010]=1 ’(M—2I3)3_I3‘
1 0 0 010 0 0 1



b. Raisonnons par absurde. Supposons que M soit diagonalisable dans M3(R). Remarquons alors que
H=(X-2)3-1=(X-3)(X?-3X +3) est un polynéme annulateur de M ayant pour unique racine réelle
3. Alors 3 est la seule valeur propre réelle possible de M. Mais M est diagonalisable dans M3(R), donc 3
est la seule valeur propre réelle de M et le sous-espace propre associé est égal & M3 1(R). La dimension de
ce sous-espace propre est donc 3 et aussi 3 — rg(M — 313) non ? Ainsi rg(M — 3I3) = 0; M — 313 est alors

la matrice nulle. M vaut donc 315 ce qui contrarie légerement la définition initiale de M.

M n’est pas diagonalisable dans M3(R) ‘

Remarque Le sous-espace propre de M associé a la valeur propre 3 est la droite vectorielle engendrée par
1

1 |. Notons que M est diagonalisable dans M3(C) (il est aisé de vérifier qu’elle posséde trois valeurs
1
propres distinctes dans C : 3, % et %)
2 01 2 10 5 2 2
c.tMM=[12 0|02 1]|=[25 2| ['MM=5]
01 2 1 0 2 2 2 5

Remarque Deés lors il n’est pas trés surprenant que S soit symétrique et a valeurs propres positives ou

nulles...

Partie 11
1. Soient x et y deux éléments de R™ de matrices X et Y dans la base B.
g(y) et f(x) ont pour matrices "AY et AX dans la base B.

Alors < g(y),z >=1('AY)X =Y (PA)X =Y AX =<y, f(z) >.

V(@y) € (R")?, < gly),x >=<y. f(z) > |

Reprenons un élément = dans R™ et appliquons ce qui précede avec y = f(x).

I vient : < g(f(2)),2 >=< f(2), f(z) >= | f(2)[*. | V2 €R", < (g0 )(w),z >= | f@)]? |

2. go f est un endomorphisme de R comme composée de deux endomorphismes de R".
Soient x et y deux éléments de R™. Appliquons deux fois Q1.

< (g0 f)(@),y >=<g(f(2)),y >=< f(x), f(y) >

<z, (g0 flly) >=<g(f(¥),x >=<f(y), f(x) >=<f(2), f(y) >

Ainsi:V(z,y) € (R")?, < (go f)(z),y >=<z,(go f)(y) >.

’ g o f est un endomorphisme symétrique de R" ‘

Remarque  On peut aussi obtenir ce résultat par des considérations matricielles. B = (ej,ea,...,e,) est

une base orthonormale de R" et la matrice de go f dans cette base est tAA donc est une matrice symétrique

car '(*AA) =tA'(*A) ='AA. Ceci suffit pour conclure.



3. go f étant un endomorphisme symétrique de I’espace vectoriel euclidien R™,| g o f est diagonalisable |.

Soit A une valeur propre de g o f. Il existe un élément non nul x de R™ tel que (g o f)(z) = Az.

I1f ()]

[l

A est positif ou nul comme quotient d’un réel positif ou nul par un réel strictement positif.

lf(@)|? =< (go f)(x),x >=< Az, >= X < 2,2 >= X ||2]|?. Alors \ = puisque z n’est pas nul.

’ Les valeurs propres de g o f sont positives ou nulles ‘

4. go f étant un endomorphisme symétrique de I'espace vectoriel euclidien R™, le cours permet de dire que :

’ il existe une base orthonormale B’ = (€’1,€’s,...,€,) de R™ constituée de vecteurs propres de go f |

/

5. Soit A1, Ag, ..., A, les valeurs propres de g o f associées aux vecteurs propres €}, €b, ..., /.

Q@ est la matrice de passage de la base orthonormale B = (ej,es,...,e,) & la base orthonormale B’ =

(€'1,€'s,...,¢',) donc Q71 = *Q. Notons encore que 'AA est la matrice de g o f dans B.
Alors la matrice de g o f dans la base B’ est: Q1P AAQ = QT AAQ.

Mais, pour tout élément i de € [1,n], (go f)(e}) = A; €.

(2

M 0 - 0
Alors ‘Q* AAQ est la matrice diagonale A2
: . -0
0 - 0 M\,
Il est grand temps de traiter le probleme... dans toute sa plénitude.
g 0 -+ 0
Soient p1, pa, ..., tn n réels positifs ou nuls et A la matrice diagonale H2
. 0
0 0 pn
tAA = Q(AY)IQ — 'QTAAQ = 'QQ(A%)IQQ +— 'Q'AAQ = A2
M 0 - 0 p 0 o 0\ w2 0 - 0
", . . : 9 - .
e B [ . T B
. 0 N ( N
0 -+ 0 X\, 0 - 0 jpp 0 0 g

PAA = Q(AY)IQ <= Vi € [1,n], pu? = \i.

ALy ooy Any f1, oy fn étant des réels positifs ou nuls on a:tAA = Q(A?)!Q <= Vi € [1,n], ui = VA

11 existe un unique n-uplet (p1, pa, - . ., 44n) de réels positifs ou nuls tel que la matrice diagonale
g 0 -+ 0
A=| Y T e My (R) vérifie: PAA = Q(A2)'Q. [Vi € [Ln], pi= v |
N (
0 - 0




6. Soient i et j deux éléments de [1,n]. < (go f)(e}),e; >=< f(e}), f(€}) >.

Donc < f(e}), f(e}) >=< (go f)(e}), € >=< \; e, e >=\; <ej,e; >.

Rappelons que (e’1,€a,...,€',,) est une base orthonormale de R™.
Donc si i n’est pas égal & j: < f(e}), f(ej) >= N <ej, e} >=0.

’L’J

De plus: || f(e))II* =< f(€), f(ej) >=X; <ej, e} >=A;llej[|? = A;. Alors [[f(ef)] = /Aj = py-

(f(e’l), flesy), ..., f(e;l)) est une famille orthogonale et pour tout élément j de [1,n], [|f(e})| = u; |

7. a. A est inversible donc ‘A également. 'AA est alors inversible comme produit de deux matrices
inversibles. Par conséquent les valeurs propres de *AA donc de g o f sont non nulles. Ainsi A, ..., A, sont

des réels non nuls.

Comme p; = v/, pour tout élément i de [1,n], | les nombres réels u1, pa, ..., i, sont tous non nuls |

1 1 1
7. b. Soient 7 et j deux éléments de [1,n]. < — f(e;), — f(e)) >=
i e

= < fle), f(e)) >.

n

1 1
Si i et j sont distincts, < — f(e;), — f(€}) >= 0 car la famille (f(e’l)7 f(es), ..., f(e )) est orthogonale.
Hi Hj
L O VS BN
< — f(e), 4 f(€)) >= — < f(€)), f(e}) >= —5 [[f(e))||” =1 car [[f(ej)ll = py.
Hj Hj M5 22

1 1
Finalement la famille (— f(eh) fles),...,— f(e;b)) est orthonormale. Elle est donc libre.
M1 Hn

S
" 2
1 !/ 1 / 1 / . . 712 . . .
</~T fey), ™ fley),. .., o f(en)> est une famille libre de n éléments de R™ qui est de dimension n.
1 2 n

C’est donc une base de R™.

1 1 1
Ainsi | C = (— fle)),— fley),...,— f(e%)) est une base orthonormale de R™ |
H1 H2 Hn

7. c. C’est tres simple pourvu que ’on sache son cours. Un petit rappel s’impose.

E est un espace vectoriel de dimension non nulle p. U et U sont deux bases de F et Pas(U,U;) est la matrice
de passage de U a U;.

E’ est un espace vectoriel de dimension non nulle n. U’ et U’y sont deux bases de E’ et Pas(U’,U;) est la
matrice de passage de U’ & Z/li.

f est une application linéaire de E dans E’. Alors:

| M(f.Us U = (Pas(',U{) ™" M(f,UU') Pas(U, ) |

Appliquons. A = M(f,B,B) = (Pas(C,B))~! M(f,B,C) Pas(B', B).
Or (Pas(C,B))~! = Pas(B,C) = R et Pas(B',B) = (Pas(B,B')) ! = Q! ='Q. Alors A= R M(f,B,C) *Q.

Cherchons : M (f,B’,C). Observons que:Vi € [1,n], f(e}) = ui( f(e;)).

1
Hi



g 0 o 0
Ainsi la matrice de f relativement aux bases B’ et C est: A = 0 H2
. g
0 0 pn
Finalement | A = RA'Q |.
Partie 111
Soit f I'endomorphisme de R® de matrice M dans la base canonique B = (e1,ez,e3) de R3. Soit g

I’endomorphisme de R? de matrice ‘M dans B. La matrice de g o f dans B est ‘MM = S.

L ’—Le e — 2e ee’zL e e e
%<\/§€1—\/§€2),62—\/6(1+ 2 — 2e3) et e} \/6(\/5 1+ V2e +V2 3)-

Des calculs élémentaires montrent que (e}, e, €4) est une famille orthonormale de R?. C’est donc une famille

Posons €} =

libre de trois vecteurs de R? qui est de dimension 3. Alors B’ = (e}, €}, €4) est une base orthonormale de R?.

Notons que la matrice de passage de B a B’ n’est autre que la matrice P. Or nous avons vu que :

3 0 0
S=PD!tP=PDPlavecD=|0 3 0
0 0 9

Alors D = P~1SP n’est autre que la matrice de g o f dans la base B’ et ainsi B’ est une base orthonormale

de R? constituée de vecteurs propres de g o f respectivement associés aux valeurs propres 3, 3 et 9.

Nous pouvons alors appliquer la partie IT car la matrice M est inversible (3 est sa seule valeur propre réelle).

V3 0 0
Ainsi M = RA'Q ol @ est matrice de passage de B a B’ (donc Q = P), A = 0 V3 0] etRestla
0 0 3
SRV RPN
75 1€, 5 f(E). 3 T(eh).

matrice de passage de B aC = (

Déterminons R.

1 V3/V6 2 1 0 V3/V6 V3/V/6
ef=—(V3e1—V3e) et M| —v3/V/6 | =10 2 1 || -v3/V6]|=|-2V3/V6
G 0 10 2 0 V3/\/6

Donc f(e}) = ﬁ (e1 —2eq +e3) et % = %
1 1

1
On obtient de la méme maniere — f(e}) = (e1 —e3) et 3 fes)

V3

(61 — 262 —+ 63)

(61 + e + 63).

1 V3 V2
—2 0 V2
1 -3 V2

_ b
V3

S

1 1 1
Ainsi C = <% (e1 — 2eq + e3), 7 (e1 —e3), 7 (e1 + ez +€3)) et R=

Sl

Finalement
L (1 VB oV2 V3 0 0 L[ V31 V2
M=RA'QavecR=—[-2 0 V2|, A= 0 V3 0|etQ=—|-V3 1 V2
Ve 1 3 2 0 0 3 Ve o 2 3




DEUXIEME PROBLEME

I Calcul d’une somme et d’une intégrale.

1. a. Soit n un élément de N* et z un élément de [0, 7].

1+2C,(z) =1+ Y 2cos(kx) =1+ 3 (e +e ko) =14 3 ehe 4 Y emike,
k=1 k=1 k=1 k=1

i n . —1 . . n . —1 ) n .
Orl=e0et 3 e = 3 % Donc1+2C,(z) =%+ > ehz 4 Y bz = Y eihz,
k=1 k=1

k=—n k=—n k=—n

VneN*, Vo e[0,7], 1+2C, ()= > ek*|

k=—n

b. Soient n un élément de N* et z un élément de C différent de 1 et de 0.

n
3" 2¥ est la somme de 2n 4+ 1 termes consécutifs d’une suite géométrique de raison z le premier étant z=".

k=—n

n
Ainsi: E 2=,

k=—n

1— Z2n+1

1—=z2

1— Z2n+1

VneN*, ¥zeC—{0,1 F=zm
neN* Vze {,},Zz z T

k=—n

c. Soit n un élément de N* et x un élément de |0, 7). €™ est un élément de C différent de 1 et 0 donc :

n n -\ 2n+1 .
. ok . 1 — (™ » 1— ez(2n+1)x
14+2C,(z) = Z etkr — Z (ewc) - (ez:c) n % _ iz —
k=—n k=—n
;j2n+l . _j2ntl o S2n41 o Intl
| 120, (r) = eine €27 €T T T gy ~2isin (B 0)
e ey —etn —2isin (%)
in (25 in (25t sin((n+1)z
o sin x sin x 1 (( 2) )
1+2C(z) = ™ ( 235 ) = ( 2 ) - En divisant par 2 il vient: — + Cy,(z) = . .
sin (%) sin (%) 2 2 sin (%)

(e D))

EION

sin ((n + ;)m> |
)

1
fn coincide sur ]0, 7] avec 3 + C,, qui est continue sur [0, 7]. f, est donc continue sur ]0, 7] et prolongeable

1
Vn € N*, Vx €]0, 7], 5t Cn(z) =

2. Soit n un élément de N*. Posons: Vx €]0, 7], fn(x) =

™
par continuité en 0. Ceci suffit pour obtenir la convergence de J,, = / fn(t) dt.
0



De plus Jn:/o fn(t)dtz/o (%-I-Cn(t)) dt:/o ;dt—i—;/o cos(kt)dt:g+z [Sinl(ckzt)} :g.

T o 1
Pour tout élément n de N*, J,, = / M

dt existe et vaut I |.
0 2sin (%) 2

3. z — cos(ax) — 1 et x — sin 5 sont de classe C! sur R. De plus cette derniere fonction ne s’annule pas sur
]0,7]. Ainsi ¢ est de classe C! sur |0, 7).

(az)?

cos(az) — 1 1 — cos(ax) 5 9
P == T B/ Tty T Tavr
Sin bl S 9 bl
cos(ax) — 1
Alors lim (7z = lim (—a%z) = 0 = ¢(0). Ainsi ¢ est continue en 0.
r— sin 3 z—0

¢ est donc continue sur [0, 7] et de classe C! sur |0, 7]. Pour montrer que ¢ est de classe C!, le théoréme “de
la limite de la dérivée” nous indique alors qu’il suffit de prouver que la restriction de ¢’ & ]0, 7] admet une

limite finie en 0.

1 1
vz €]0, 7], ¢'(z) = @ —asin(az) sing ~3 (cos(azx) — 1) cos ;C} .
1 1 1 1
W {—a sin(ax) sing ~3 (cos(az) — 1) cos :ﬂ ¥ (%T {—a sin(ax) sing ~3 (cos(az) — 1) cosg

Conditionnons le second membre pour en trouver plus simplement sa limite en 0.

1 1 i sin 3 1-
—(%)2 {a sin(ax) sing o (cos(azx) — 1) cos :21 = —24° anf;m) —% 2 4 24° cosg (ZZS;(QQJC).
2
i sin Z 1-— (az) 1— 1
lim M =1let lim 2 — 1. De plus cos(az) ~—2_ = — donc lim M = —-
=0 azr e—0 & (ax)?> o (az)? 2 a—0  (az)? 2
i sin £ 1- 1
Alors lim —QaZM T2+2a2COSEM =202 x1x1+4+2a>x1x=-=—a
=0 azx 5 2 (ax)? 2

1 1
Ou lir% ( [—a sin(az) sin r_ 3 (cos(ax) — 1) cos x]) = —a®.

LNEE 2 2

Ainsi lim in(az)sin 2 — & (cos(az) — 1)cos | = —a? (x)

msi1 1im ——= |—asin(axr)sin — — — (coslaxr ) — COS —| = —a .
=0 (sin £)2 2 2 2

Ceci achéve de montrer que ’ ¢ est de classe C! sur [0, 7] ‘ et donne également | ¢'(0) = —a? |

Remarque On peut aisément trouver la limite (x) en utilisant des développements limités.
4. Soit n un élément de N*. Une intégration par parties simple donne :
4 1 cos((n + )t i cos((n + )t
I, = / (t) sin ((n + §)t) dt = {(p(t)( — ((2))” —/ o' (t) ( - M) dt car les fonc-
0 0

n+3 n+3
1
cos ((n+ 3)t)

nJr%

s

0

tions ¢ et t — — sont de classe C' sur [0,7]. Notons que (0) = 0 et que cos ((n + 1)7) = 0.

1 T 1
On obtient alors: I,, = T / @' (t) cos ((n + f)t) dt.
n 2 0 2



1 B 1 1 4
I,| = "(t cos(n—l—t)dt‘g / '(t cos(n—i— )dt
L=y | 90 s (e )| < [Tig011eos (0 3)0)
1 T
|T.| < T / |¢’(t)| dt. Par encadrement il vient sans difficulté | lim 1, =0 |
n+§ 0 n—-+oo

Remarque Il n’aura échappé & personne que nous venons de (re)démontrer le lemme de Riemann-Lebesgue

ou presque...

IT Calcul de la somme d’une série

1. Soit n un élément de N*.

n

Z = Z / cos(at) cos(kt)dt = / cos(at) Z cos(kt)dt = / cos(at) Cy(t)dt.
k=1 k=1
T 1 1 1 1
uk—/o cos(at) <—§+Cn(t)+§) dt__i/ s(at) dt+/o cos(a Cn )+§) dt.

up = _% [Sm(at)};r + /OTr (cos(at) — 1) (Cn( )+ 2) dt —|—/0 (Cn(t) + %) dt.

[}

k=1 “
n . T Sln((ﬂ‘Fl)t) 77 Sln(<n+l)t)
e — _sin(ma) +/ (cos(at) — 1) _—thH—/ .—fdt.
P 2a 0 2sin 5 0 2sin 5
n .
. 1 /™ 1
= _bm(?ra) + 7/ ©(t) sin (n+ 7)t dt + J,. Ainsi:
2a 2 Jo 2
k=1
- sin(ra) 1
N* = — = In n
Vn € ,;Uk 20 T2 +J

1
2. lim (5 In) =0 (d’apres 1.4.) et Yn € N*, J,, = g (d’apres 1.2.).

n—-+oo

n .
P sin(ma 7r
Ainsi: lim E U = — ( )+—-
n—+oo 2a 2
k=1
—+o0 .
., . o, 7w sin(ma)
Par conséquent | la série de terme général u,, converge et : g Un =735 =
a
n=1

™ 1 ™
3. Soit n un élément de N*. u,, = / cos(at) cos(nt)dt = 3 / (cos(at + nt) + cos(at — nt)) dt.
0 0

" - 1 {sin(at + nt) N sin(at — nt)}7r 1 (sin(aw +nw) sin(ar — mr))
0

2 a+n a—n 2 n+a n—a
Or sin(am + nrw) = (—1)"sin(wa) et sin(am —nw) = (—1)" sin(ma). Par conséquent :
1 1 1 1 -2
Un =5 (=1)" sin(wa) (n P a) =3 (=1)" sin(mwa) n(Q _(22- Finalement :
_1\n—1 :
Vn € N*, u, = (-1) i a81;1(7ra)
n?—a




+ _ .
4" sin(m Z X (1) 1asm(7ra sin(m + " la
‘3 w=> = Z
2 " n? — a? —a?
n=1 n=1

sin(ma
En divisant par # qui n’est pas nul, car a est un réel de l'intervalle ]0, 1], il vient :

n—l

2(—
- — = Z - Ainsi :
sin(m

+o00o -1
2(-1)""1ta T 1
Vn € N, = — - =
" Z n? —a? sin(ra) a

n=1

IIT Calcul d’une intégrale

1
1. Posons: Vt €]0, +oo|, f(t) = T f est définie et continue sur ]0, +oo].

1
1

lim =1; f est donc prolongeable par continuité en 0 et ainsi / —— dt existe.

t—0 1 + t« 0 1 + t>

1 +o00 +oo 1
t) ~ — et f est positive, donc t)dt et — dt sont de méme nature. Comme « est strictement
oo £ ta

+oo 1 +o0
supérieur a 1, / o dt existe et / f(t)dt également. Finalement :
1 1

+oo 1
/ dt existe.

2.a. Ici, pour étre dans l'esprit du texte, nous considérerons que ¢t — ¢* est définie et continue sur [0, +o0].

Soit ¢ un élément de [0,1] et soit n un élément de N. Observons que —t* est différent de 1.

n t (n+1)a n t(n-‘rl)a 1— (—t@ n+1 _to n+1 1
S (0t (et SR ety 0 A CORE O
k=0 + k=0 + - (=) + +

Wn €N, Vt e [0,1 " L) Pyt D

t — _ t « _1\n
neN e 1) o = 3 (U A )
t(nJrl)oz

b. Soit n un élément de N. V¢ € [0,1], 0 < < tmtbe

1+t

Lyt 1 tnt+la+l ! 1
En intégrant entre 0 et 1 il vient: 0 < / dt < / Lo dt = [( ] B (
0 0

1+ to n+la+1], (m+Da+rl

1t(n+1)a 1

VneN,Oé/ dt < .
o 1412 (n+Da+1

1
Comme lim ———— =0, on obtient par encadrement :
n—too (n+ a+1

(n+1)
lim / dt=0|
n—+too [o 14 to




10

n

1 1 1
1 tn+ha

. En inté t égalité de Q2. a. btient : dt = E —DF [ tFrdi+ (-1 "'H/ dt

c. En intégrant I’égalité de Q2. a. on obtien /01 i k:O( )/0 (-1) g

n

1 ka+1 71 1 4(n+1)a n _1\k 1 4(n+l)e
1 t t (-1 t
dt == -1 k + —1 n+l / _— dt = - 4 —1 n+1 / dt
/0 14t kZ:o( ) [k:oleh (=1) o 1+t = ka+1 (=1) o 1+t

1 t(n+ha 1 t(n+ha 1 t(n+ha
(—1)" / dt :/ ———dt; Q2. b. donne alors: lim ((—1)"** / ———dt) =0.
o l4t= 0o 14t n—-+o0 o l4+to
n 1 k 1 1 1 t(n+1)a 1 1
Ainsi  lim (=1) = lim (/ dt — (—1)"*+? / dt) = / dt = G(a).
n—-400 s ka+1 n—+00 0 1+t 0 14to 0 1+ te

k

ka+1

Donc | la série de terme général

converge et G(a) = JFZOO (=" .
= ka+1

A
3. a. Soit A un réel strictement positif. Dans / dt effectuons le changement de variable u = ¢!~
1

14t

1 o
uTa tdu = uT-=du).

l—« l—«

A Al Al-e
1 1 1 o 1 1
Alors / —dt = / _— uT-« du = / ——— du.
1 14t 1 14+uT—a 1—« l—-a/; u T-a +1

A 1
1 1 1
/ dt = / L du ().
1 14t a—1 Jg1i-al4+yaT

1
1 «
Comme 1 — «a est strictement négatif: lim A'~® = 0. De plus / ———— du existe et vaut G(7>
A—+o0 0 u a—1

(t=uT= et dt =

o —1
1.
cara_1>
En faisant tendre A vers +oo dans (+) bt’t/mldt IG(O‘)F'lt
n faisant tendr s ns n ient : = . Finalement :
aisant tendre A vers +oo dans on obtie ) T o p— aleme
H(a) = —— G(-2)
T a-—1 a—1
1 o 1 +oo —].k +oo —].k +oo _1k +oo 1 k—1
PSP SIS I P L VL U G
a—1 a—1 a—1 & kfg+1 Zhkata-1 k:O(k+1)a 1 = ka—-1
+oo _
(-1
H =
(a) g::lnoz—l
+oo +oo 1 —+oo
(=" = BV 1
. = = - -~ =1 1" — .
bF(a) G(a)+H(a) ;na+l+; no—1 +;( ) (noz—l noz+1)

Il vient alors sans difficulté :

+oo —
2(_1)11 1
Fla)=1+) T |
n=1

+00 -11
1 2(—1)n— 1L
4. o appartient a |1, 400 donc — appartient a ]0, 1[. Alors IT Q4. donne: Z (=1) — = .ﬂﬁ -
@ — n? — =5 sin =



—+o00
Ou encore : E
n=1

2(—1)"~1

2(71)7171 @ il En divi t btient S
= — — «. En divisant par « on obtient : E

2.2 _ i

na 1 sin =

n—1

e
= —2 . Finalement :
n

Alors F(a) =1+ Ji 2-1) =
n?a? -1 sinZ

n=1

b}

=]

+oo
1
F(Oé):/ dt: : T |
0 14t sin >

n2a2 -1
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