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Epreuve maths 3 hec-Escp 2015 voie E Correction

Exercice

1) a: Pour tout x = (x,...,x,) et tout y = (yl,...,y,) de R", pour tout A et 4 de R, on a :

Ax+puy = (Axy + Uyr, ..., Axp+ Lyn) donc :
FAx+py) = (Ax+py)— (Z(Mi+uyi)> v=2» (x— ( xi) v) +u (y— (Zw) v)
1 i=1

i=1
JAx+uy) =Af(x)+uf(y)

Ainsi, f est bien un endomorphisme de R".
b: Soit x = (x1,...,x,) € R".

n
Posons § = in.
i=1

&

1

fx) —x—Sy= (x1 —=Svi,x0 —Sva, ..., %, — Svy).

(fof)(x) :f[f(x)] n:f(xl —Svi,xp—Svo, ... Xy —Svn)
(fof)x)=flx) =Y (—Sw)v

k=1
(fof)(x) = rf(x)— (i}%) v+ (Sin> v
k=1 k=1

Or Zn: vr = 1 par hypothese. Donc :
k=1
(fof)(x) = f(x) =Sv+8v=f(x)

Conclusion : .

2) On sait que 2 = f. Donc le polynéme P défini par P(x) = x” — x est un polyndme annulateur.
Le cours permet d’affirmer que, si A est valeur propre, alors P(A) =0. Donc A =0ou A = 1.
Reste a montrer que ces deux valeurs sont bien valeurs propres.

flvy=v— ivi v=v—v=0 Donc v € ker(f) et ker(f) # {Orn}
i=1

A = 0 est bien valeur propre (et v est un vecteur propre associé).

Pour la valeur propre 1, il vaut mieux étre initié aux projecteurs...

f est non nulle donc Im(f) # {Og}. Soit u un vecteur non nul de Im(f).
Jv € R" tel que u = f(v) par définition de Im(f)

fw) = F(f() = (fo f)(v) = f(v) =u.  donc:

A =1 est bien valeur propre (et u est un vecteur propre associé).
Conclusion : | Sp(f) ={0,1}

3) a:yeim(f) <= Ju flu)y=y
Danscecas:  f(v)=f(f(u))=(fof)(u)=[f(u)=y
Réciproquement, si f(y) =y, alors un antécédent de y est y lui-méme puisque f(y) =y,
donc y € Im(f)
On a bien I’équivalence demandée.

b: On a vu que ker(f) # {Ogr»}. Donc dimker(f) > 1.
La formule du rang donne : dimker(f) 4+ dim/m(f) = n donc dimIm(f) < n—1.

c: Pourtouti€ [[I,n—1],ona f(e;—eiyr1) = f(e;)) — fleir1)

2
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4)

Or f(ex) = ex — 1v = e —v. Donc flei—eir1) = (ei—v) —(eir1—V) =e—eiy1
D’apres la caractérisation précédente : e; —e; 1 € Imf.

: Construisons la matrice des composantes des n — 1 vecteurs de la famille %’ définie dans

I’énoncé.
1 0o ... 0
-1 1 0 ... 0
o -1 1 ... 0
: -1 1 0
o o ... 0 -1 1
0O O ... 0 -1

La famille &’ est échelonnée, ce qui permet de justifier que c’est une famille libre de
Im(f).

Donc dimIm(f) > n— 1. Donc dimIm(f) =n—1 et ainsi dimIm(f) =n—1=rg(g) et
%' est une base de Im(f).

: D’apres la formule du rang, dimker(f) = 1

On a vu que f(v) = Oge. Donc | ker(f) = Vect(v) |.

: Tout est déja dit :

E(j—o) = ker(f) = Vect(v) et E 1y = Im(f) = Vect (#').

: La somme des dimensions des sous espaces propres est égale a 1 + (n— 1) = n donc f est

diagonalisable.

5) Pourtouti € [[1,n]],ona f(e;) =e;— 1lv=e;—v.

On peut donc écrire la matrice A de f dans la base %

l—vl —V1 —V1

—V2 1—V2 —V2 —V2 vy Vi ... Vi
M= =1—

—Vn_1 1—v,1 =V Vi Vn ... Vy

—Vn —Vn 1—v,

Dans la base %', ¢’est beaucoup plus simple :

0 0O ... 0
O 1 0 ... 0
M/: . . .. . .
0 0O 1 O

o
)
=)
—

Probléme
1
Partie I. Comparaison de deux estimateurs de T
1) N tit 1 (E(X) = ! V(X)= i
ous restatuons 1€ cours = l , = 12
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2)

3)

- 1 . .
X, =— Z X, donc , par linéarité de I’espérance :
n
kf

- n 1 n
Xa) =, LEX Zzgz

X,, est un estimateur sans biais de —.

[S—

A
— — 1 &
Le risque quadratique est donc r, = V(X,) et V(X,) =V | — Z Xk>
=1
Par indépendance des X, V(Xy) ! i V(Xk) L]
1 S . = — = — n—.
— 1
V(X,) = e Ce terme tend vers 0 quand 7 tend vers +oo, donc X, est bien un estimateur sans
n
1
biais convergent du parametre T
a: Soit Fy,, la fonction de répartition de M,, :

Fy, (x) = P(M, < x) = P(max(X,1,Xa,...,X,) <x) =P(X; <xNXa <xN...NX, <x)
Par indépendance : Fx,(x) = P(X; < x)P(Xp <x)...P(X, <x) = [P(X <x)|" = [Fx(x)]"
Par passage a I’exposant n, Fy, est continue sur R et est C !sur R sauf éventuellement en
0 (comme Fyx.

Donc M, est une variable a densité et on obtient une densité en dérivant Fjy; partout ou
elle est dérivable et en complétant comme on veut ailleurs :

f, () = nF (x) [Fx (0]~ = nfe () [P (x)]" !

Ainsi, on a bien :
nde (1 —e M1 §ix>0
fiy (1) = (=™ s
0 six<0

~+oo
b: E(M,) existe si et seulement si / tfu,(t) dt est absolument convergente.

+o0
C’est a dire si et seulement si / tfu,(t) dt converge.
0

Or,pourt >0,  2xtfy, (t) =>nde M (1 —e )" < Ppe

Cette expression tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo par croissances comparées de 7> et de
I’exponentielle.

12 .
Il en résulte que fy, (1) =0 (; ) au voisinage de +co.
. . . ., . +°°
Par les regles de comparaison des intégrales des fonctions positives, / t fu,(t) dt converge.
1

De plus / 1 tfu, (t) dt est une intégrale propre car fy, se prolonge en 0 par continuité sans
probléme? Donc E(M,,) existe bien.
¢: On pose z= 1 — e~ dans I'intégrale propre / ’ xfu, (x) dx.
x=0<=z=1-1=0 et x:a<:0>z:1—e*)“’
dz = Ae ™ dx donc dx =

Ore M =1-1z

Ae—Ax
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1
Donc dx = dz.
A(l—2z)
1
On a également —Ax = In(1 — z) soit encore x = —Iln(l — z). On peut tout remplacer
maintenant :
a l—eha 1 1
—Ax —Ax\n—1 n—1
1— d :/ ——(1- —d
/oxe (I—er ™) de= ) PR AR yep

1 Aa

1—e™
:_ﬁ/o 2 Mn(1—z) dz

C’est le résultat attendu.

¢t Ona:

—Aa
n 1—e

1 ——
2 2" Mn(1—z) dz=na (_ﬁ/o 7 n(1—2) dz)

a
= n/’L/ xe*“(l — e*’l)”*1 dx d’apres ce qui précede
0
= /0 XS, (x) dX

1
On fait tendre a vers 4o0. Comme E(M,) existe, on a donc : —%/ 127 Min(1 —2) dz
0

converge et

1
E(M,) = " Mn(1 —z) dz

-2
: La fonction z — u(z) = (1 —z)(1 —In(1 — z)) définie sur I’intervalle [0, 1], est dérivable
1
sur cet ensemble et ' (z) = — (1 —In(1 —z)) + (1 —z)l— =1In(1—-z2).
—Z

Donc u est une primitive de la fonction z — In(1 — z).

Posons donc u'(z) = In(1 —z)) et v(z) ="

On prend u(z) = (1 —2z)(1 —1In(1 —z)) et v/(z) = nz" 1.

u et v sont de classe C!, on peut donc intégrer par parties sur [0,a] avec a €]0,1][ :

/Oaz”ln(l —z)dz= [z"(l —2)(1—In(1 —z))]Z—/Oanz”_l(l —2)(1—=1In(1—-2)) dz

Donc, en passant la derniere intégrale a gauche :
a

(n—l—l)/o Z'In(l —z) dz=
a"(l—a)—a"(l—a)ln(l—a)—n/o
—n/aznln(l—z) dz

0
/az"ln(l—z) dz =
0 n

a'(l1—a)—d"(1—a)ln(l —a)—n (;_

a

a
(12" dz+n/0 7 n(1-2) dz

an—i— 1

n+1

)+n/0az”_lln(1—z) dz (1)

a
Mais on sait, d’apres 3 d : lirrin/ " n(1 —z)dz = —AE(M,) et donc :
a— 0

lim(n+1)/0az"ln(1—z)dz:—QLE(M,H_I).

a—1
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Donc, en passant a la limite quand @ tend vers 1 dans 1’égalité (1) :

1 1
—AE(M = —-——— | —AE(M,
M) == (3= ) 2B,
1
—AE(M, =————AE(M,
(Myi1) = =g = RE(M,)
1
On peut conclure : EM,.1)—EM,) = m
1
f: On adonc, k=>21: EMgy) —EM) = ——.
n a donc, pour (M) (M) = 3505
On somme pour k variant de 1 an—1:
n—1 —
EM
T (M) z . ;
A gauche, il y a telescopage et a droite, on fait un changement d’indice (on prend j =
k+1).
EM,) - Z =
J 2J
1
Il reste a remarquer que M; = X; et donc que E(M)) = T
Donc E(M,) 1 i 1 1
onc == ) — == Uy
‘17
4) On pose pour tout n € N* : M/, My et Zn: ! On admet que V (M,,) !
n M, = —etv,= ) —.Onadmet que n) = 75Vn-
p p n un =~ ]2 q 212
‘17
1 1
a: On a, par linéarité de I’espérance : E(M),)) = — E(M,) = T
Un
1 1 1 %
!/ n
V(M,)= u_%V(M") = u_% X ﬁvn = lz—u%

b: La suite (erreur d’énoncé signalée) de terme général v, converge car c’est la somme par-
tielle d’une série de Riemann convergente. Par contre, la suite (u,) diverge (en croissant
vers +o0) comme suite des sommes partielles de la série harmonique divergent. Donc

lim u, = +oo
n—r+oo

Il est convergent car

1
-

: . i L
c: M, est un estimateur sans biais du parametre — car E(M,) =

A

. Vn
ngTwV(Mn> a ngTw 12 2 =0

En effet le numérateur tend vers une limite finie et le dénominateur tend vers +oo.

i 1\*> { 11
d: Q(x)zZ(x——,) :Z(x2—2x>< —,+-—2):nx2—2unx+vn
j=1 J j=1 J J

C’est donc un trindme du seconde degré, toujours positif ou nul. Son discriminant A est

donc négatif ou nul.

OrA= 4”3; —4v,. Donc u,% < nvy,.
1
e: D’apres ce qui précede, on a v—; — donc
u:  n
I v 1
I\ n o
V(M,) = PP u_,% > pri i V(M,)

Conclusion : X, est donc un meilleur estimateur que M), |
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Partie II. Un exemple.

5)

6)

7)

: Pour cet échantillon, on obtient une valeur réalisée de Xjgg : X100 =

1 . .
a: 7= E(X) est donc la durée de vie moyenne du composant. Elle s’exprime en heure

(comme X).

: Soit p€]0, 1. P(X >x)=1six<0etP(X >x)=e¢ *six>0

Donc P(X > x) = p <= e ™ = p <= —Ax=1In(p)

In(p)
2

Donc hp = —

_ — 1
: Prenons H, = —1In(p)X,,. On a E(H,) = —In(p)E(X,) = —In(p) % 7= hp.

Donc H), est un estimateur sans biais de /,,.

— 1
V(H,) = (—In(p))*V(X,) = (In(p))* x 2 tend vers O quand n tend vers oo,

Donc I’estimateur H,, est bien convergent.
10°
100

1
réalisée correspondante de H,, est hjpo = —In <§) X100 = In(2) x 1000 =70

=103, La valeur

Une estimation de /1 est 70
2

: N(7)(2) = N. Il faut remarquer que N(¢) > n<=Y, <t.Donc : P(N(t) <n) =P(¥, <

i ()
)= Fy0)=1—c ’“ZO%

Onrevienta P(N(t) =n) en utilisant P(N(t) =n)+P(N(t) >n+1) = P(N(t) > n). Donc :
t

PIN() = ) = PN(t) = ) — PON(1) 2 n- 1) = e n')”

Donc N(t) suit une loi de Poisson de paramétre At

: On peut estimer a E(N;) = At le nombre moyen de pannes dans I’intervalle [0, .

: On sait que (1) + D(—1) = 1. Done D(—11) = 1 — D(1;) = % — D(ny).

Comme & est bijective, on a bien t, = —1;.
: Le théoreme de la limite centrée permet d’affirmer que (X,)* converge en loi vers la loi
A(0,1).
% E@) -
v Xn—EXa) Y
Or (X,)" = — = = AX,—1)=R

Donc la suite de variables aléatoires (R, ),cn* converge en loi vers la loi normale centrée
réduite.

: Onadonc lim P([— <Rn<t1]):d>(t1)—d>(—tl):1—%—%:1—05.

n—r—+oo

: On se laisse porter par ce qui précede :



Hec maths 2015 : Corrigé... (Laurent Carrot et Martin Canu)

I3 — I3 — A
P(-h <R, <tj)=P|—F—<AX,— 1< — =P|1—-—<AX, <1+ —
<R <m=p (- A%< ) (1-JFsmmer )
=P ! ! < ! =P <1< )Tn
a 1+t_1\lx_n\1_t_1 a 1+t_1\z\1_t_1
vn vn vn vn
1 X, X,
Donc P Ie nt1 , nt1 =P(-h <R, <tj)=1-«
I+— 1——
EVZNZ
On peut conclure :
. : X X,
un intervalle de confiance de 1 au niveau de confiance 1 — o est T 7
I+— 1——
TV

e: Quand o est proche de O alors #; est trés grand (¢; tend vers +o0) la méthode de calcul
est en échec car les inégalités précédentes ne sont plus dans R™* et on ne peut pas utiliser

I’inverse.

Lorsque o est proche de 1, #1 tend vers 0, I’intervalle de confiance est de petite amplitude

(trop petite) ? ?

f: Pour a = 0,05, on donne #; ~
X, 1000 10000

naaorsl_t_l 1_072 3
n
X,
De méme nt _ 1000 _ 10000 3
14 LT IH02 0 12
/n

L’intervalle de confiance obtenu est bien : [833,1250].

Partie II1. Un résultat asymptotique.

8)

A

1 n
On a bien : <FX (x—i— Ilnn)) .

1 1
a: Pour tout x réel, on a: Fr,(x) =P (Mn ——In(n) < x) =P (Mn <x+—1In

b: Pour chaque réel x fixé :

1
x+ Iln(n) >0<=In(n) > —Ax<==n>e M

On peut prendre, par exemple : Ne= e ™| +1|

A

1 1
Sin>= Ny, u=x+ —In(n) >0, donc Fx (x+—lnn) = Fy(u) =1—e .

A A

Au = Ax—+In(n) donc e * = ¢ x e~ N0 = 1e_)“‘.
n

1 e M
On adonc bien: Fy (x+zlnn> =1- .
n

)
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9)

10)

“Ax\"
e
: Pour tout x réel, pour n > Ny, on a: Fr,(x) = <1 — )

T X—e

Quand n — +oo :

eflx 1 A A
In(Fr,(x))=nln| 1— ~n X (——e_ x) =e M
n n

_eflx

On a donc bien : lim Fp (x) =exp(—e ™) =e
n— oo

AX et C* sur R, u — €" aussi. Donc, par composition, F est de classe C* sur R.

Pour toutx € R :

F'(x) = (—e ) x F(x) = Ae Mexp(—e ™) >0

Donc F est strictement croissante sur R. Regardons les limites :
lim F(x) = lgmmexp(t) =0

X—y—o0
lim F(x) =1l t)=1
M Fx) = lisexp(r)

Donc F réalise une bijection de R sur I’intervalle |0, 1[.

: Les quatre conditions pour que F soit la fonction de répartition d’une variable aléatoire T,

sont réunies. On obtient une densité en dérivant F' partout ou elle est dérivable, sur R en
I’occurrence :
Vx€R fr(x) = F'(x) = Ae Mexp(—e™)

: On a vu que lir£ Fr,(x) = Fr(x). C’est la définition de la convergence en loi de la suite
n——oo

de variables aléatoires (7},),cn+ vers la variable aléatoire 7.

2 xfr(x) = ﬂtxe_’ljexp(—e_lx) ~ Axe ™ quand x tend vers +oo. Donc, par le critére de

I’équivalent : / xfr(x) dx est convergente.
0
—hx A%y On pose u = ¢ **. Lexpression

Quand x tend vers —oo, x> fr(x) = Ax>e *exp(—e”

3
prend la forme A(u) = 4 (—%ln(u)) ue "

A(u) < —=u*e " tend vers 0 quand u tend vers oo,

22
1

Ainsi, au voisinage de —eo, |xf7(x)| =0 (—2)
x

—1 —1 1 +o0
Donc / xfr(x) dx est absolument convergente car / — dx= /
o0 1

5 — dx converge.
—oo X

¥2

0
De plus / xfr(x) dx ne pose pas de probleme (intégrale propre).
1

~+oo
Donc / xfr(x) dx est absolument convergente. E(T) existe.

—o00

: Pourtoutze R,P(Z<z) =P (—lln(lX) < z) =P(In(AX) > —Az)

N

A
1 s e
e_lz) =1 Fx (IE_M) e (e E

n peut donc conclure : les variables aléatoires Z et T ont la méme

P(Z<z)zP(X>

O > =

On reconnait Fr(z).
loi.

1
: ZetT ayant méme loi, E(T) = E(Z) = / 0t~ — T In(Ax) fx (x) dx (toujours le théoreme

de transfert !)
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E(T)= —/0+oo In(Ax)e ™™ dx.

On peut, maintenant, faire le changement de variable affine # = Ax. On obtient immédia-
tement :

1 [t
E(T)= _I/o e 'lInt dt.

d: Gréce a la concavité de la fonction In sur R, , on sait que, pour # > 0, In(r) < (r — 1), donc
—In(f) > 1—¢. Donc

| [ 1 [ [+ oo
E(T)}—/ e'(1-1) dt=—</ e’ dt—/ te”! dt).
A Jo A \Jo 0

Nos connaissances sur la loi exponentielle de parametre 1 permettent de dire que ces deux
dernieres intégrales valent 1.
Donc E(T) > 0.

11) On suppose dans cette question que A = 1.

a: y=F(t) = exp(—e ") donc In(y) = —e~" donc In(—In(y)) = —¢
On a finalement 7 = F~!(y) = —In(—1In(y)).

On peut conclure :  |Vy €]0,1[ F~(y) = —In(—1In(y))

b: i. x=linspace(-2,2,400) rend un vecteur x de 400 valeurs avec x(1) = —2 et x(400) =

k
2. D’une maniére générale x(k) = —2+ (k— 1) x 4@.
Le réel O ne fait pas partie des nombres renvoyés par la commande x=1inspace(-2,2,400).

ii. Dans le méme repere, le premier plot trace la courbe de F' et le deuxieme la courbe
de F~1.
c: U(Q) =]0,1[ donc —In(U)(Q) = R™ et donc G(U)(Q) = R.
Pourtoutx eR: P(G(U)<x)=PU <G '(x))=PU <F(x))=F(x).
Nous pouvons donc conclure : | G(U) suit une loi de Gumbel de paramétre 1

) 1 1)
d: E(T):/O+ e_’(—ln(t))dt:/o e—f(—1n<t>)dt+/l+ e~ (= 1n(r)) dt.

La deuxieme intégrale est négative, car In(f) > 0sit > 1.
1

o0
Donc E(T) < / e '(=In(t)) dt < / (—Int)dtcare™" < 1.
0 0

On connait cette intégrale qui est presque usuelle, et, on peut le dire, nécessairement
connue d’étudiants d’ECE arrivant a ce niveau dans cette €preuve. On sait donc que

/1ln(t) dt = —1.
Doonc : E(T)< 1.
e: voir ci dessous.
f: Voila un script complet.

function t=T()
t=-log(-log(rand()))
endfunction

N=10000
ech=zeros(1,N)
for k=1:N
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ech(k)=T()
end
disp(mean(ech))
// une valeur obtenue : 0.5827130782536

10



