Corrigé HEC 1II 2005 par Pierre veuillez
L’objet du probléme est d’étudier quelques propriétés d’un estimateur du parameétre p d’une loi
géométrique.

Partie I. Formule du bindéme négatif.

Pour tout couple (n,r) d’entiers naturels tels que 0 < r < n, on rappelle la formule du “ triangle de
Pascal” : (}) = (Zj) + (,:L’l)

=3 (fj) par récurrence sur n avec

1. pour tout entier r de [1,n], on a: (7

S = D+ () = 0+ () = (1)

2. Soit (n,r) un couple d’entiers naturels, tels que 1 < r < n. Pour tout réel = de ]0,1[, on définit
la fonction f,, par : f..(z) =.

a) Pour tout réel z de ]0; 1], 'égalité :

-2l = -0 (¥

k=r k=r
n n+1
K\ h—1\ ,
= E r — Xz
T r
k=r h=r+1

- xfr—l,n—l(x) - (:'L) gt

Conclusion : |(1 — ) frn(z) = 2 fr 1 pn_1(z) — (1) 2"

b) On suppose l'entier r fixé. On a

(n) n(n—1)-(n—r+1)

r r!
=g (1o 2
- r!
n’f‘
]

i n n"
Conclusion : ~ quand n — +o00
r 7!
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3. Soit x un réel fixé de ]0;1[ et soit r un entier naturel fixé. On veut établir 'existence de la
limite de f,, (x) lorsque n tend vers 400, et déterminer la valeur de cette limite.

a) fon(r) = k;) (lg)mk = kX_:Oxk — ﬁ car |z| < 1et fi,(z).= 2 (’1“) X_: W

de méme (séries usuelles)

1

b) Soit r un entier naturel non nul. On suppose que, pour tout réel x de |0, 1[, on a :

On a précédemment :

o) = et = (1)

et comme (") ~ 27 alors () % ~ 2"t — 0 car n” = o <l +1> car = > 1
. z"
Conclusion : nl_lgloo Jrn(x) = m )
+oo s
Ainsi, par récurrence on aura Z (f) ok = m

k=r

Partie II. Développement en série de In(1 — z)

Soit = un réel de |0, 1].

n

. " T1—t" ?
1. OnaZtkilz%pour tout ¢ de [0, 1] et en intégrant : [ - dt =% [thtdt
o 1— =1 0
Conclusion : | [ =Lt Zn:"jk
'onclusion : = —
o 1t &k
n tn X n
2. 0na0< < sur [0,z] et donc -+ (0 <) Conclusion {| lim [ dt = 0.
1—t 1_:E n~>+ooo —t
3. [ f—dt—f dt = —In(1 — x) f dt—>—ln(1—a:)
I 1t 1t )1

k
donc Z % — —In(1 — x) quand n — +o0
k=1

Conclusion : Z = —In(1 — x).
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Partie III. Loi binomiale négative.

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans cette partie sont définies sur un méme espace
probabilisé (2; A; P).
Soit p un réel de |0,1[. On pose ¢ = 1 — p, et on considére une variable aléatoire X a valeurs

dans N*, qui suit la loi géométrique de paramétre p. On rappelle que pour tout entier k£ de N*, P
(X = k) =pg"".

1. OnaE(X):%etV(X)zlp;f

1
2. On considére la variable aléatoire Y définie par Y = <

a) La loi de Y est donnée par : Y (Q) = {1/k € N*} et pour tout k € N*, P (Y = 1) =
P(X = k) =pg"!

b) Comme Y est a valeurs positives, ’absolue convergence équivaut a la convergence simple

alg] 1 N1 P 1 P
-PlY==)= —pgtt =% —¢" = —-SIn(1 -
S (r=1) =S =E 1t - Ewag
k=1 k=1 k=1
d’apres la partie II. Donc la série est absolument convergente, Y a une espérance et
Conclusion : | E(Y) = EIn(1 - q)

c) De méme,par le théoréeme de transfert : avec (%)ZP (Y = %) < (%) P (Y = %) la série
' 1

Y kst (%)Z P (Y = E) est absolument convergente par majoration de termes positifs.

Conclusion : | E(Y") existe donc pour tout i > 1

3. Soit X7 et X, deux variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans N*, qui suivent la méme

2
loi géométrique de parameétre p. On pose : 57 = X1, S o= X7+ Xy, Yo = o
2

a) Ona Sy (Q) = [[2, +oo[[ avec(Sy =n) = Uj—; (X =kNXo=n—k) et
P(Sy=n)=(n—-1)p*¢" 2 et Y2(Q) ={1/ne Nk >2} et
Conclusion : [P (Yo = 1) = (n — 1) p*¢"?

b) OnaiP(Yo=21)=1(n-1)p2" 2= (1-2)p*q" 2 ~ Z—zq” " et comme la série des ¢"

n
converge, par équivalence de termes positifs, Y5 a bien une espérance

¢) On transforme alors la somme partielle :

N 1 1 N 1
_ _ 2 n—2
Sorp(n=]) = Xie-nr

n=2 n=2
N N
_ ZPZQH—Z _ Z p2qn—2
n=2 n=2
N—-2 N
= p2< qm—lzlq” 1)
2
m=0 q n=1 n q
p2< +11n(1 q) + )
H [ —— E— — —
1-q ¢ q

Conclusion : | E (Y,) = p? <l +Ln(p) + %)
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4. On consideére une suite (X,,),enx de variables aléatoires a valeurs dans N*| indépendantes, de
n

méme loi géométrique de parameétre p. Pour tout entier n de N*, on pose S,, = Z Xp.
k=1

a) Comme les X; ont une esperance E(Sp) = > 2k—1 £ (Xi) = % et comme elles sont indépen-
dantes, V(S,) = >V (Xy) =

b) Récurrence :
Pour n = 1 on a vu que S () = [[2,4+00[[ et P (Sy = s) = (s — 1) p?¢*2 = (3_1)p*¢°2
donc la propriété est vraie pour n = 2 (ou pour n = 1 avec S; = X3)
Soit n € N tel que la loi de S, est donnée par S, (2) = [[n, +oo[[ et pour tout entier
s>n:P(S,=s)= (1) p"¢™"
alors

s—1
(Spy1=35) = (Sp+Xp1=39)= U (Sp = kN X,41 = s — k) incompatibles

k=n

s—1
P(Spt1=3s) = Z P (S, = k)P (X,+1 = s — k) par indépendance

= > () e pe !
s—1

_ anrlqsfnfl Z (712:11)

h=n

—1
_ pn+1q8—(”+1) <8 ) premiere formule
n

Conclusion : |la formule est vraie pour tout entier n

n

5. Pour tout entier n de N*, on pose Y,, = T
n

a) OnaY,(Q) ={2 / s>netsentier} et P(Y,=2)=P(S,=s)= (1) p"¢™"
b) Soit ¢ un réel quelconque de [0, 1] et m de Z,
On découpe s™t® pour garder un morceau de série convergente : s™t® = s™VEVE avec

sVt = s/ /1]t — 0 car s™ = 0( 1/ts) car y/1/t > 1 et donc s™t* =0 (\/fs)

P . 2. z . . S . .
De plus la série géométrique de raison +/t converge donc par majoration de termes

positifs, g s™t® |, est convergente..
s>1

Ona 2P (Y,=12)=2())p"¢"" ~ %(S(nl)fylp "~ G 5 s"7%¢° avee "

constante par rapport a s. et la série de terme général s"~2¢® convergente, donc par équiv-

alence de termes positifs, la série de terme »_ . =P (Y ) est absolument convergente
S S
et Y, a une espérance.
~ 2 2 oo . ,
De méme (ﬂ) P (Yn = ﬂ) ~ P sn=305 donnera 'existence de I'espérance de Y2 et
) s s (n—1)! ¢ n
la variance de Y,,

Plus simplement : 2P (Yn = %) <P (Yn = g) pour s > n, et la série est donc conver-
gente par majoration de termes positifs.
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Partie IV. Une estimation ponctuelle du parameétre p.

Soit p un réel de |0, 1[. Dans cette partie, on considére une variable aléatoire réelle X a valeurs dans
N*, qui suit une loi géométrique de parameétre p inconnu. On pose g =1 —p

Pour tout entier naturel non nul 7, on considére un n-échantillon (X, Xs, ...., X,,) de variables aléa-

toires & valeurs dans N*, indépendantes, de méme loi que X.

Les variables aléatoires X; X1; Xo;....; X, sont définies sur un méme espace probabilisé (Q2; A; P).
Sh 1

On pose X, = — = —.
n

1. F (Yn) = %E (Sp) = é donc X, est un estimateur sans biais pour le paramétre —.
p

Son risque quadratique est r =b*+V (X,) =V (X,,) = 5V (5,) = 14

np

2. Pour tout entier n de N*, on note h,, et ¢, les applications définies sur [0, 1] & valeurs dans R
telles que :

vt € [0,1], hn(t)zfaz:i)ﬁ , @n(t)zfé(i:i)ﬁ

sS=n s=n

On admet dans toute la suite du probléme, que h,est de classe C! et que pour tout réel ¢ de
+oo

[0,1[, la dérivée b, de h,vérifie : I (t) =Y (37))eL.

On admet également que la fonction gpnest_dérivable sur ]0; 1], de dérivée ¢!, et que pour tout

tde 0, 1], o () = %hn(t).

a) On sait déja que Y,, a une espérance et

B(Y,) = +Z§ ( ):f%(;_a)pnq”

o= X (o) 2 ()

s=n i=n—1
tn—l
— T d’apres 1.3.b)
tn—l
Conclusion : |pour tout g de [0,1[, : h,(q) = /Wdt.

b) Avec t =0<=y=0ett=q <= y=p/q, on remet le changement de variable dans le
sens simple :
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¢ 1
Y= e (1 t)y=te=t=—T etdt= dy

1—t l+vy (1+19)°
n—1

avec t fonction C' de y sur [0, ¢/p] et t — (l—t)n est continue sur l'intervalle image [0, ¢
donc

q

ha(q) = / P i

0

q/p a/p

/ nl + Y 1 / n—1

= — = y
Yy (1+y)? 1+
a/p
ynfl p
Conclusion : | h =
onclusion : | h,(q) /1 7 Yy
0
Par intégration par parties, avec u et v C' : u (y) = b cul (y) = ! et v (y) =
, I+y (1+1y)°
1
y" tiu(y)=—y"ona:
n
11 v -1 1
holg) = |———y*| - /—— nd
n(q) [Hyny]o O Argin’ ¥

q/p

Lq"/p" 1/ y"
n1+§+n <1+y)2yavecp+q

Conclusion : |h, (q) =

3. Pour tout entier n de N*| soit b,la fonction définie sur |0, 1] a valeurs réelles qui, a tout réel p
de 0, 1] associe b,(p) = E(Y,,) — p. ( byreprésente le biais de Y,, pour estimer p )
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a) On a:

b) On encadre I'intégrale via son contenu, en conservant la puissance qui provoquera (on

'espére) la convergence :
n

<let < y" et comme les

1 Yy
(I+y)*~ (1+y)?~

Pour tout y € [0,¢/p] on a (14 y)* > 1 donc

bornes 0 < p/q on a alors
a/p

alp 1 n+1
y" q
——dy < "dy = - et donc
[t = /y =i (i)

p

0
nq/ )
D y" q
Z dy < 1z
(q) /(1+y)2 ¥y = n+1p
0

finalement 0 < b, (p) < 1 g 0 et par encadrement b, (p) — 0 quand n — 4o0. Et
n+1p

comme E (Y,,) = b, (p) +p
Conclusion : | lim E(Y,)=p

n—-—+00
a/p
c) On réinteégre /Ldy par parties avec u (y) = ! v (y) = —2 et v’ (y) =
/) (L+yp (1+y)* (1+y)*
1
Yo (y) = n—ﬂy”“et uet v C! et on trouve :
qa/p qa/p
n /p
y I B L 2 1
Jiton - et T s
/ (1+) Ity n+17 Jg ) Aty ntl

q/p

1 qn+1/pn+1 2 yn+1
n+1 2+n—|—1/(1+y)
(+g) "

sdy avec p+q =1

q/p

1 n+1 2 n+1
_ q_ n / Yy dy
n+1lprt n+1) (1+4y)?
0
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et donc
q/p

n = (}) / ol
qa/p

2 n n+1
_ _pe P / Ty
n+l n+1\gq (1+y)

0

qa/p
o p\" [y 1 g
Comme précédemment | = y < = et tend vers 0 quand n — +o0
q (1+y)? n+2p
donc
1 p 2
by, = - 1
(p) n+1q+n+10()
1
5
n n
en calculant
pq n+1
) -2 = % (g (M- 1) o)

Partie V. Limite de la variance de Y,.

Le contexte de cette partie est identique a celui de la partie IV.

1. a) On avu que

G 1 +11/ v
T ol a—nt The ) Gryr?
0

et comme
t/1—t

1 y" t
0< — dy <
- {n 0/ (1 + y)2 y= (Tl + 1) (1 . t)n+1

n
alors la quantité entre [| — 1 quand ¢ — 0 et h,(t) ~ — lorsque ¢ tend vers 0 par valeurs
n

— 0 quand t — 0

supérieures.
h,(t) — t*1
n

dont l'intégrale converge en 0, ( n — 1 > 0 ) par équivalence de

, e thn (1)
fonctions positives 'intégrale [ ;
0

b) Comme

dt est convergente.

hn (1)
t

dt. et

1 q
Enfin ¢/ (t) = ghn(t) pour tout ¢ € ]0,1[ donc et que ¢,(q) = ¢, (0) + [
0

q
Conclusion : ¢, (q) = [
0
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2. a) Pour tout entier n de N*, et pour tout réel ¢ de ]0; 1], on pose H,(t) = [ i _yi_ >2dy.
0 )
On a, pour tout ¢ de ]0, 1],
, 1
D) = Thalt)
t/1—t .
1 " n 1 / y"
ot n(1—1) n (1+y)2y
0 _
t/1—t .
_ 1 tn_l N 1 / n
Con|n(l-t)n1l ot (1+y)? Y
0 _
1 A H,(t
Conclusion : |on a ¢! (t) = - ((1 gy + t( >)
H,(t 1 q M, (t
b) On exprime (*) = ny! (t) — W dont l'intégrale converge en 0 donc [ ( )dt
converge. 0
D’ou
/ F1/ o' H®)
- "tdt= | = = dt
el = [ennar= [ 1 (5 )
0 0
Conclusi @=1(f gy f O,
onclusion : N[ —
el =\ e J
3. a) On encadre le contenu qui est lui méme une intégrale :
t n
Pour tout y € [1, 1 t] : i :J_ mE < 9" donc
/(1= t/(1-t)
1 tn—i—l
/ / y'dy = —7 et donc
(1+y)? n+1(1—¢)"
0
tn
0 S S 7 d’ou enfin,
t n+ 11—
[ H,(t T h
o n+1(1—1t)" n+1
0
tn—l
d’apres l'écriture IV 2.a) h,(q) = /Wdt.
0
4 H,(t B "4 H,(t " D
Conclusion : [0 < [ Udté +1(9) etn (L i ()dtgn P L@
o U n+1 q) o t q n+1
q/p . ) —
L’écriture IV 2.b) h,11(q) = /1‘71_ ydy nous donne h,41 (q) < i <g>
0

" h, 1
dou0<n p +1(9) < n_4g — 0 quand n — +00.
q n+1 n+lpn+1

Corrigé HEC II 2005 Page 9/ 12



"4 H(t
Et par encadrement Conclusion : 11111 n (E) i t( )dt =0.

b) On effectue le méme changement de variable que précédemment :

Y 1
t= et dt = ——=dy et aux bornest =0<=y=0ett=q< y=q/p
1+y (1+4y)? /
q . i a/p Yy et )
[ e () e
L—t j— (1+y)

0 0 1+y
q/p .
) (+y)°

que l'on intégre par parties avec

1 1 —2
W)=yt ru(y) =~y etv(y) = ' (y) = d’ou
qa/p
P\ 1, 1 v -2 1
— dt = |=y"——| - [ ——==y"dy
) \1—t @4yl S A4y
a/p

a/p 1
. y" L (q
avec la encore | ———dy < = on trouve que
(1+y)3 n+1\p
0
"y a/p . 5
0<n (]—9) —/ i 3dy < 4 et donc tend vers 0 quand n — 4oc.
q) n) (1+y) n+1p
. p " q" 2 . . b " 3 o 2
Et il ne reste que n | — > =p° Conclusion : | lim n | = f — dt =p
q) np" n—too \q/) 5 \1—1

c) On a vu que F (Y,) — p et donc que E (Yn)2 — p2
Pour F (Y,?) dont on sait qu’elle existe, on revient a la définition

p07) = L) (=0 - X () e

» n +00 1
- (8) Lg e

= n’ (Z—)) #n (4
. (9)
+o00 1
puisque la définition du IV donne ¢,,(t) = Z - (e
s
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, 1 /4 ¢! 9 H,(t)
D’autre part ¢, (q) = - i e dt+ [ " dt | du V2.b) et donc
0 0

" np e "I H (t)

2 (P p p n

b N - I . L AT
" <Q> #ul®) ! (Cl) / T T (Q) / t
0 0
— P40

D’ouE (Y,?) — p? quand n — 400
Conclusion : | lim V (Y,) =0

n—-+o00

Partie VI. Un intervalle de confiance du paramétre p

Dans cette partie, le contexte est identique a celui des deux parties précédentes.

1
1. a) IV.3.c) donne b, (p) = Mo (—), et comme E (Y,,) = b, (p) + p on en déduit

wop = e 2o ()]

2 1
n n

2p? 1
Conclusion : |lorsque n tend vers +o0 : (E(Y,))? = p* + % +o0 (ﬁ)

3p? 1
b) On admet que, lorsque n tend vers +oo : E(Y?) = p* + % +o (ﬁ)

On a alors

V(Yn) = E (Y2) - (E (Yn>)2

n
2 2
pq q
= 4o~
o)~ D
P*q
Conclusion : |lorsque n tend vers + oo, V(Y,,) ~ —
n
. Yn —D
2. Pour tout entier n de N*, on pose T, = =
P q

n
On admet que la suite de variables aléatoires (T, ),enx converge en loi vers une variable aléatoire

T qui suit la loi normale centrée, réduite.

Cette question a pour objectif la détermination, pour n assez grand, d’un intervalle de confiance
du parameétre inconnu p, au risque o donné. Autrement dit, il s’agit de trouver des variables

aléatoires I,et J,, fonctions de Y,telles que P(I, <p < J,) =1—«a.
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Q@
a) Soit a,, le réel strictement positif tel que P(T > a,) = 5" Pour n assez grand, on peut

considérer que : P(—a, <1, <a,) =1— .

Conclusion : | P (Y aap\/g p<Y,+ aap\/6> =P(—a, <T,<a,) =1-q.
n n

b) Pour encadrer plus largement (mais sans faire intervenir p) on étudie les variations de p,/q
ou plutot de son carré p* (1 — p) = f (p) sur [0, 1]

f est dérivable et [’ (p) = 2p — 3p® = p (2 — 3p) d’ou

0 273 1
?‘(p?;p 1 8 : donc f est maximum en 2/3 ou elle vaut f (%) = g%
f(p) / N\
donc py/q < % pour tout p € |0, 1]
Donc avec I, = Y, — 3%%% et J, =Y, + ;\a/a_\/_ a (—an <T, <a, C

(I, <p<Jp)doncP(I, <p<Jp)>P(—an <T,<a,) =1—«

Conclusion : |avec I,, et J, ci dessous, le niveau de confiance de [I,,, J,,] est d’au moins 1 — «

2a, 1 2a, 1
Lo=Yo— 2 et =Y,
3v3vn 3V3 Vi
¢) On suppose que n = 900. Un échantillon observé x1; x ;....; Tggp de réalisations des
900
variables aléatoires X; Xs;....; Xggo a fourni le résultat suivant : Tggg = % Z T; =
900 1 L e . -
On a Yy = dont la réalisation est ici 1/4 = 0,25
Soon Xooo

On se donne un niveau de risque o = 0,05; le nombre ag o5 est & peu pres égal a 2.

Sachant que ~ 0,026, un intervalle de confiance réalisé qui contienne le paramétre

2
453
inconnu p avec un niveau de confiance au moins égal a 0,95. est : [Iggo, Jooo]
2a, 1 2a, 1 aq
33V  3/330 453

Conclusion : | [0,25— 0,026 ; 0,25+ 0,026] est un intervalle de confiance de p
au niveau de confiance 95%

soit ——= ~ (,026 donc cet intervalle est
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