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Essec 2016, voie E - Epreuve de mathématiques I (6 mai 2016)

Corrigé proposé par Romain Meurant et Martin Canu
romain.meurant@lycee-descartes.ma ; martin.canu@wanadoo.fr

La fonction Fx étant bijective de Ix dans |0, 1], le réel 8 €]0,1[ admet par Fx un
unique antécédent v € I'x.

Comme Fx est continue et strictement monotone sur Ix, cet intervalle est ouvert (de
méme forme que |0, 1[), donc contient un intervalle ouvert centré en v :

e >0, [v—e,v+e[CIx
et on a alors :

Vw e R\ Ix, f(w) ¢]Fx(v—-e¢), Fx(v+e¢)[ donc Fx(w) # B

F'x est croissante sur R

(par exemple, si w < v —¢ alors Fx(w) < Fx(v—¢) < Fx(v) =f)

Fx est strictement croissante sur Ix
ce qui prouve 'unicité de I'antécédent de 3 par F'x sur R.

0 siz <0

(a) Pour tout x € R, FX(x):{ l—e ™ giz>0"

(b) La variable aléatoire X est dans D car elle admet une espérance et sa fonction
de répartition Fx réalise une bijection de classe C! strictement croissante de
Ix =]0,+o0[ sur ]0,1[.
Déterminons Gy :

— Az

1
y=Fx(r) < y=1—e <:>e_/\”’:1—y<:>x:—xln(1—y)

dou: r3(X) =Gx(p) = f%ln(l —B).

(a) i. Comme P est continue et strictement croissante sur R, avec lim® = 0 et
— 00

1+im ® = 1, elle réalise une bijection de R sur |0, 1[.

ii. Pour tout zr € R :

iii. Suivant une loi normale, X est & densité et admet une espérance.
Comme composée des fonctions

R — R
x—m et ®:R —10,1]

T

g

bijectives, strictement croissantes et de classe C!, la fonction de répartition
de X vérifie ces mémes propriétés (avec Ix = R).
On en déduit que X € D et :

r—m

y=Fx(z) < y=<1>< .

) = z=m+od (y)
dott : 75(X) =m + ad1(B).
(b) Par stabilité additive de la loi normale, les variables X et Y étant indépendantes :
X+Y < Nm+p,0? +5%).
Les calculs faits en 3.(a) appliqué a la variable X + Y donnent :
rs(X +Y) =m+p+Vo? +52071(f)
(c) On a:

= m+p+o?+ 267 1B)
< (m+ 087 (9) + (1 + 527(3)

— 02 4+ 52071 (3) < (o +5)P(B) ()

ra(X +Y) <rp(X) +rp(Y)

1
— Si &1 (B) > 0 (c’est-a-dire 5 > 5), alors :
(*) <= Vo2 +s2<o0+s = 0> +5>< (0+5)?

———
=02+45242s0

et cette derniére inégalité est vraie (elle est méme stricte).
1
— Si & 1(B) = 0 (cest-a-dire 3 = 5), I'inégalité (x) est vraie (c’est une égalité).
— Sinon :

(*x) <= Vo2+s2>0+s

ce qui n’est jamais vrai.
En résumé :
rg(X+Y) <rg(X)+rp(Y) — f=

M| —



4. (a) Pour tout x € R :
Fy(z)=PY <z)=P(X<z—¢)=Fx(z—c¢)

Par définition de la valeur a risque, on a :
— d’une part : 8 = Fx(rg(X));
— d’autre part : = Fy(rg(Y)) = Fx(rg(Y) —c).
D’ou :
Fx(rp(X)) = Fx(rg(Y)—c)  (=5)
et par la question 1. (unicité de l'antécédent de 8 par Fx) :
rg(X) =rp(Y) —c

d’ou I’égalité demandée.

(b) De la méme maniére :
X X
Vi € R, Fy(z) = P(Z < x) P(X_)\) FX( )

et on a donc :

Fx(ra(X)) = = Fz(rs(2)) = Fx (”*Z’)
et on en déduit, comme en (a) :
75(Z) = Arg(X).
5. (a) Linclusion (Y < z) C (X < z) nous donne :
Ve €R, Fy(z)=P(Y < z) < P(X < z) = Fx ().

(b) On a:

d’aprés 5.(a)

Fx(rp(X)) =B = Fy(rs(Y)) < Fx(rs(Y))

par définition de la VaR

Comme Fx est croissante :
ra(X) <rp(Y).

6. Les variables X7,..., X, étant indépendantes et de méme loi que X, la variable N, ,
compte le nombre de succés (X < z) dans la répétition indépendantes de n expé-
riences :

Ny — B(n, Fx(z)).
On a donc :

E(Ngn) =nFx(x) et V(Ng ) = nFx(z) (1 — FX(:E))

7. L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne :

>e) -

N,
b ( 0 fy(x) P(|Nyp — nFx(z)| > ne)
~——

n
:E(N:C,n)
V(New) 1 Fx(z)(1-Fx(z))
(ne)2 g2 '
— 0
n—oo

Par le théoréme d’encadrement :

N,
p(|len _p

> 5) — 0.
n—oQ

8. (a) Pour tout w € Q, les réels X 1(w),..., X n(w) étant classés dans l'ordre crois-

sant :
Xi1(w) < < Xpp(w) < < Xpn(w)

qu’au moins k de ces nombres soient inférieurs ou égaux a x signifie exactement
que les k plus petits d’entre eux sont inférieurs ou égaux a x :

Non(w) >k <= (Vie{l,...,k}, Xip(w) <z) = Xpn(w) <z

(b) Sachant que N, ,, = B(n, Fx(z)), on a donc pour tout k € {1,...,n}:

n

Z <Z> (Fx(2)) (1=Fx(x))" "

P(Xpn <2) =P(Nap > k) =Y P(Nop =k) =
r=k r=k

Comme X est une variable aléatoire & densité, sa fonction de répartition Fx est
continue sur R et de classe C! sur R sauf en un nombre fini de points.
Il en est donc de méme de la fonction de répartition de Xy ,, :

Fx,, iz z:; (Z) (Fx(@) (1 - Fx(z))"™"

(puisque Fx, = Po Fx avec P:y Z <n) y" (1 —y)"~"; P est polynomiale
: T

r=~k
donc de classe C' sur R), ce qui prouve que Xjn est une variable aléatoire &
densité.
9. (a) — Sit> ¢, en écrivant :

(Up>t)=U,—c>t—c)C (|Up—c|>t—c)



et en utilisant I’hypothése avec e =t — ¢ > 0, on obtient :

0<PU, >t)<P(|U,—c| >t —c)

— 0

n—-+oo
d’ou par le théoréme d’encadrement :

P(U,>1t) — 0.

n—-+o0o

— Sit < ¢, en écrivant :

n t) = n — t— n — -1
(Un<t)=(Up—c<t—c)C (|Up—c|>c—1)

<0

et en utilisant I’hypothése avec € = ¢ —t > 0, on obtient comme précédem-

ment :
PWU, <t) — 0.

n—-+oo
D’ou :
P(U, >1)=1-PU, <t) — L.

n—-4o0o

(b) Par définition de la limite de u :
AN eN*", Vn> N, |u, — ¢ <e (%)

donc notamment :
Yn >N, —(u, —¢) <e
c’est-a-dire :
Yn>N, u, >f—c=c+e.

Par conséquent, d’aprés (a) avect =c+¢e > c:

Yn >N, 0<PU, >u,) <PU, >c+e)
[ —
— 0

n—-4oo

et par le théoréme d’encadrement :

(c) En déduisant de (*) que :
Yn>N, u, —{<e

et en posant € = — (on remarque alors que £ +e=c—¢) :

Yn>N, u, <e+l=c—e.

On utilise alors la question (a) avec t =c—¢ < c¢:

Yn>N, 1>PU, >u,) <PU, >c+e)
—_———

— 1
n—-+00

et on conclut comme précédemment avec le théoréme d’encadrement :

10. (a) En écrivant
Y, —0|<e <= 0 —ec<Y, <0 +¢

on a :

P(JY, —0|<e) =P, <0 +¢)— P(Y, <6 —¢)
|

=P(Y,<0'—¢)
car Y, est a densité

(b) D’aprés 8.(a) :

P(|Yn - 0/| < 8) = P(Xl_n/ij,n < 0/ +€) - P(Xl_n,ﬁj,n < 9’ 76)

= P(Npjen = [n8]) = P(Nor—cn > [np))
b (N 1) p (Nomsa, 00

n n n n

N0’+E,n

(¢) — Considérons la suite de variables U = (
n

LnB]

n

) ,leréel c = Fx (' +¢) et
neN*

la suite réelle u = ( ) ; cette derniére converge vers ¢ = § puisque :
neN*

-1
\V/NEN*, nﬂn Sun <6

et par le théoréme d’encadrement.

Comme Flx est strictement croissante sur Ix, intervalle ouvert (car Fx :
Ix —]0,1[ est continue et strictement monotone) contenant #’, et contenant
donc aussi un réel p €)0',0" + <[, on a :

c=Fx(0 +¢e)>Fx(p) > Fx(0')=Fx(rg(X))=8=1(

(On ne peut pas dire que ' + ¢ € Ix d’ou Uintervention de ce réel p.)

D’apreés la question 9.(c) :

n - n n—s+00



11.

12.

13.

14.

Nor_cn
— De méme, avec U = <95> ,c=Fx(0 —¢)etu= (M> i
n neN- "/ nen+

Ou a alors en raisonnant comme précédemment ¢ < ¢, et la question 9.(b)

donne :
p (R 1)

n - n n—+oo

— On déduit alors de ces deux limites et de I’égalité montrée en (b) que :

P(Y,—¢|<e) — 1-0=1

n——+00

Par conséquent, Y, est un estimateur convergent de 6’ = rg(X).

function r = VaR(X,beta)
R = triCroissant (X);
// En fait, cette fonction existe en Scilab :
// R = gsort(X,’c’,’i%);
n = size(X, ’c’);
r = R(floor(n*beta));
endfunction

L’espérance étant linéaire, les propriétés (Ry), (Rz) et (R4) sont vérifiées (avec égalité
dans (R4)). Par croissance de l’espérance, la propriété (Rj3) est vérifiée.
Ainsi, E est une mesure de risque cohérente sur D.

La VaR rg vérifie les propriétés (Ry) (d’aprés 4.(a)), (Rz) (d’aprés 4.(b)) et (Rj3)
(d’apres 5.). Mais d’aprés 3.(c), la propriété (R4) n’est pas vérifiée pour g < %

Par conséquent, 7g n’est pas une mesure de risque cohérente sur D pour toute valeur
de 8 €]0,1].

(La question 8.(c) ne permet pas d’affirmer que rg vérifie (R4) lorsque 5 > % car seul
le cas des variables aléatoires suivant une loi normale y a été traité.)

(a) — Par définition de D, la variable X admet une espérance, c’est-a-dire que 'in-

+oo
tégrale / x fx (x)dx converge absolument ; il en est donc de méme de 'in-

— 00

—+oo
tégrale / zfx(z)dx
5 (X)

De plus, deux densités de X ne différent qu’en un nombre fini de points et
on ne modifie pas la valeur d’une intégrale en modifiant un nombre fini de
valeurs de la fonction intégrée.
Ceci prouve que ESg(X) est bien définie.

— Par croissance de 'intégrale :

—+o0

“+oo
/ ey (e)dr > / ro(X) fx (2)dx = r5(X)
rg(X) r5(X)

Or:
—+o00
/ fx(x)dl‘:1—Fx(’r‘5(X)):l—ﬂ.
rp(X)
Par conséquent :
1 +oo 1
ES3(X) = rfx(x)dr > x rg(X) x (1 - 8) =rag(X).
6 rg(X) 1- B

(b) Le changement de variable ¢ = Fx(x) n’étant pas affine, nous allons l’appliquer

sur un segment :

A Fx(A)
VA > 0, / xfx(:c)dz:/
rg(X)) Fx (rp(X))

et comme FX(A)A—> 1:
—+o00

/—’m\ Fx (A)
Cx (D fx(@)de = / Gx(t)dt
dt A

BSs(X

k/GX

Soit ¢ € R. D’aprés la question 4.(a), X +c€ D et rg(X +¢) =rg(X) +c.
On a de plus vérifié que :

15. (a)

Ve € R, Fxie(z) = Fx(x —c)
donc la fonction fxi.:x+— fx(x — c¢) est une densité de X + c.
D’ou :

1 Foo

ES3(X +¢) = T ﬁ/ - )fo+c(x)dx = rfx(x —c)dx

1-— 6 rg(X)+c

Avec le changement de variable affine y = z — ¢ (donc dy = dz) :

“+o0
ESg(X +¢) = -3 (X)(y-l-c)fx(y)dy
s
¢ +oeo
= ﬂ/ (X)ny +15/1~B(X) [x(y)dy
=1-8
= ESﬁ(X)-i—C

Par conséquent, ESg vérifie la propriété (Ry).



. YA : _ 1
(b) Soit A > 0. D’apres la question 4.(b), AX € D et 75(AX) = Arg(X). (b) Puisque 73(X) = ——1In(l — 8) — 400 (par composition de limites, avec
On avait d’ailleurs montré que : A B—1-

- liinln:foo),ona:
Vr € R, FAx(fE):FX <X> 0 )
. BSs(X)=rs(X)+ 5~ ra(X)
et la fonction fyx : z+— fx (X) est donc une densité de A X. A=
Dou : 17. (a) D’aprés 3.(a)iii., 75(X) = m _+_o & *(B) = (B) (»), donc :
1 +o00 1 +oo T =0 =1
ESg(A\X) = —— r)dr = —— — | dux.
s(AX) 1=8 Jrs0x) fx(@) L =8 Jars(x) Ix ()\) toe . 1 _z214
ESs(X —xe T da: = lim ——— [e 2 }

€T dx ]- - B A—+4oc0 \/277(1 _ ﬁ) o-1(B)

Avec le changement de variable affine y = X (donc dy = 7) : 2
Comme e” 2 — 0:
B5s0X) = g [y = 75 [ iy = 2B, o ) ]
1=8 ), 1-8 B 1 (@71B)"\ _»(@7'(B)  e(@(B)
ESg(X)= ———exp| — 5 =7 = T e (X
Par conséquent, ESg vérifie la propriété (Rz). Var(1-5) -8 — ®(rs(X))
16. (a) Puisque X (2) = Ry, la VaR r3(X) est positive : (b) Pour tout z > 0 :
BSs(X) = - [ pxae e 1— () /m (t)dt = — /+Oot 5 1o
xr Z. — = = — e 2 X -
’ B r3(X) v T 4 \/271' T :’/(-t; N 3 ,

En posant u(z) = z et v(z) = —e~**, on définit deux fonctions de classe C' sur le

segment [rg(X), A] oi A > rg(X), et la formule d’intégration par parties donne : Les fonctions u: £ s —e—% ot v: £ s 1 sont de classe C1 sur le segment [z, A]

A N el A N avec A > z; la formule d’intégration par parties donne :
/ x X e dr = [—me ’”} —/ —e dzx
ra(X) (X)) Jra(x) A e 12 1 e
1 A / te” 7 X —dt = {—6_2} —/ e 7dt
A e Lo : " A P A
A ra(X)
1 1 dov j la limite (avec ~o~ % — 0) :
= - <1 + )\> je*’\A O+e”\”*(x) <'r5(X) + )\> Ot bat passage & fa Ve Astoo
A—rtoo +o00 +o00
1 1 a2 1 2 t
1 I I
Avec le calcul fait en question 2.(b) : rg(X) = 3 In(1—-p4),ona: Vim V2 r x t
(c) La positivité et la croissance de l'intégrale donnent :
e~ Ars(X) — oIn(1-8) — 1 _ B
—+o00 +oo —+o0
p(t) (1) 1
d’ou : N , 0 S/z 12 dt S/I = dt = 2 ). o(t)dt.
/ X X Mdr — (1-0) <7"5(X) + ) 1-®(x)
rs(X) Ao A
et par conséquent : On a donc : Yoo
1 1 1 / p(t)dt .
ES3(X) = 1-— X — | = X —. <dLz <
5(X) = 725 % (1= 8) (rs(X) + 5 ) = () + o<t <o



18. (a)

donc par le théoréme d’encadrement :

“+oo
| ewi= o (1-0)
En utilisant la question (b) :
+oo
“’f) =1-®(z) + /$ p(t)dt o~ 1- ().
(en effet : f=o(g) <= (f+9)—g=o0(9) < f+g9~9).
Comme r5(X) = &~ (B) o +00, la question (c) donne :
1— ®(rs(X)) ~ 2 GI9) R (X) ~ o) g (X)
A g1 rg(X) P s -1 ®(rp(X)) A ’
d’aprés (a)

Sous réserve de convergence absolue de 'intégrale obtenue, le théoréme de trans-
fert avec la fonction t — h(t — rg(X)) continue sur R, s’écrit :

E(h(X - rﬁ(X))) - /+OO h(t —rs(X)) fx (t)dt

0 sit<rg(X , .
Or, h(t—rg(X)):{ L rg(X) sinon 5(X) , d’ot :

+oo
E(h(Xfrﬁ(X))> - / . (t = rp(X)) fx ()t

“+oo

+oo
/ th (t)dt — T[g(X) / fx(t)dt
rg(X) rg(X)

=1-Fx(rg(X))=1-8
]/ X
rp(X)

tfx(t)dt — (1= p)ra(X)
Cette derniére intégrale étant égale & (1 — 3) ESg(X), la convergence absolue est
vérifiée.

On a donc :

B(h(X = r5(X)) ) = (1 - ) (ESs(X) - (X))

donc :

ESs(X) = r5(X) + mE(h(x - rB(X))).

function y = ES(X,beta)
VaR(X,beta)
size(X, ’c?);
k =1:n
if X(k)<r

Y(k) =0
else

Y(k) = X(k)-r
end

19.

end
y = r+1/(1-beta)*mean(Y)
endfunction

Le programme suivant permet alors de représenter les fonctions

B €]0,1[—rg(X) et [€]0,1][— ES(X)

X = grand(1,10000,

r = zeros(1,100)

y = zeros(1,100)

beta = linspace(0.01,0.99,100)

for k=1:100
r(k) =
y (k)

VaR(X,beta(k))
ES(X,beta(k))

end
plot(beta,r)
plot(beta,y,’r’)

20. (a) L’égalité est claire lorsque 'on écrit les définitions de h et de la fonction indica-

trice.
(b) Par linéarité de I’espérance :
B((X = r5(X) (xar, ) — (1= 5)2))
= B( (X — (X)) Lxsryx) ) — (1= BE((X —r5(X)) 2)
=h(X—r4(X)) daprés (a)
=B(h(X —5(X))) = (1 - HE(XZ) + (1 - B)rs(X) E(Z)

donc :
A B((X - () (L)~ (1 )2))

= ——B(R(X —rg(X))) +rs(X) ~E(X2)

=ESg(X) d’aprés 18.(b)



(c) D’aprés 'énonce, 0 < (1 — 8)Z < 1.
Pour tout w € Q :
— Si X(w) > rg(X) alors :

Ix(srax) = (1=B)Z(w) =1 = (1= p)Z(w) = Z(w) 20

donc
(X(w) = 78(X)) (Lx(ysrax) — (1= B)Z(w)) >0
>0 >0

— Si X(w) < rg(X) alors :

Ix(w)ysrsx) — (1= B)Z(w) <0

donc
(X (w) = rs(X)) (Ax(w)srsx) — (1= B)Z(w)) >0

<0 <0

La variable (X —75(X)) (Lx>r,(x)— (1—B)Z) étant positive, son espérance Iest
aussi et on déduit de la question précédente que :

ESs(X) - E(XZ) > 0.

Puisque la variable ci-dessus est positive, ’égalité précédente a lieu lorsque cette
variable est nulle; X n’étant pas certaine (car a densité), cela revient a dire que
la variable 1 x5, ,(x) — (1 — B)Z est nulle, c’est-a-dire lorsque Z est la variable :

1
ZO = ﬂ]lX>rﬁ(X)-

Cette variable vérifie bien les conditions de 1’énoncé :

1 1 +oo
— E(Z) = WE(]IX>7~B(X)) = 13 5/ Losryx)fx(x)de =
1 Heo 1
[ -
— Comme ]lX>r5(X)(Q) = {O, ]_}, ona:0<Z;< ﬁ

21. La question 20. donne :
VZ e K, E(XZ) < ES3(X)

donc ES3(X) est un majorant de {E(XZ)|Z € K}, et ce majorant est atteint avec
Z = Zy.
Par conséquent :
ESp(X) = E(XZ).
s(X) = maxE(X 2)

22. Les points (R;) et (Rg) ont été prouvés en question 15.

— Soient X,Y € D telles que X < Y. Alors :

VZ e K, XZ <YZ (car Z > 0), donc E(XZ) <E(YZ)
et on a donc :

= < - .
ES3(X) Igg’)éE(XZ)_Igg])C(E(YZ) ES3(Y)

Par conséquent, ESg vérifie la propriété (Rs).

— Soient X,Y € D telles que X + Y € D. Par linéarité de ’espérance :

VZ e K, E((X+Y)Z) =E(XZ)+E(YZ2)
donc

- < E(YZ)) = maxE(XZ E(YZ).
ES5(X+Y) = maxB(X+Y) < max (B(XZ)+E(YZ)) = max B(XZ) + max B(Y Z)

=ESz(X) =ESz(Y)

Par conséquent, ESg vérifie la propriété (Ry).



