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PROBLEME 1 - Evolution des intentions de vote

Partie I - Un cas particulier : m =4

1.

(a)

(c)

(d)

S’il n’y a avait aucune personne voulant voter pour A, les deux personnes se rencontrant veulent
toutes les deux voter pour B et il n’y a pas de changement. D’ot

P00 = Px;,=0)(Xk+1 =0) = 1.

De méme si toutes les personnes veulent voter pour A, les deux qui se rencontrent veulent voter
pour A et il n’y a aucun changement, et

Paa = Pix,—4)(Xpr1 =4) = 1.
Chaque jour une personne au maximum change d’avis donc si X} = i, alors le lendemain
i—1< X1 <i+1
et si |i — j| > 2 cette condition n’est pas vérifiée donc
pi; = 0.

SiXy=1ona:

Pour avoir Xj; = 0 il faut que la premiére personne tirée veule voter pour B; or il y en a 3
sur les 4 donc la probabilité est de 3.
Il faut de plus que la deuxiéme personne tirée veule voter pour A; or il y en a 1 sur les 3
restantes donc la probabilité est de %

On obtient donc
3 1 1

Pro=gx3 =

Pour avoir X1 = 2 il faut que la premiére personne tirée veule voter pour A; oril y en a 1
sur les 4 donc la probabilité est de i.
Il faut de plus que la deuxiéme personne tirée veule voter pour B; or il y en a 3 sur les 3
restantes donc la probabilité est de 1.

On obtient donc 1

_1><1_
]71,2—4 =1

Enfin comme (X} = 7)ogiga €St un systéme complet d’événements et p; 3 = p14 = 0 par la
question précédente, on a :

1
P11=1—p1o—PpP12—P13—DP1a= 5

La justification est la méme que celles de la question c) & chaque fois.
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2. (a) Avec le systéme complet d’événement (X,, = ¢)o<i<4, la formule des probabilités totales donne :

4
> P(Xn=1)Px,—i)(Xnp1=1) =04 p11 P(X,, = 1) + p21 P(X,, = 2)
=0

P(Xn+1 = 1)

1 1
— -P(X,=1)+zP(X,=2).
5 P(Xu=1) + 3 P( )

De méme on a :

4
P(Xn4y1=2) = ZP(Xn =1)Px,—)(Xns1=2) =0+ p12P(X;, = 1) + po o P(X,, = 2) + p32 P(X,, = 3)
1=0
- I, —ny+iex, o) et =0
4
P(Xp41=3) = ZP(Xn =1i)P(x,—i)(Xpt1 =3) =0+ p23P(X, =2) + p3 3 P(X,, = 3)
1=0

1 1
= = n=2)+=P(X, =3).
3 P(Xn =2) + 3 P(X, =3)
Le produit MU,, donne alors :
1P(X, =1)+3P(X,=2) P(Xp41=1)
MU, = iP(Xn =1)+ %P(Xn =2)+ iP(Xn =4 | =|PXn+1=2) | =Ups1.
%P(Xn =2)+ %P(Xn =3) P(X,41 =3)

On prouve alors par récurrence sur n que pour tout n € N, U,, = M"Uj :

e Initialisation : pour n = 0,

M°U, = IU, = U,

donc la propriété est vraie au rang n = 0.

e Hérédité : Supposons qu’il existe n € N fixé tel que U,, = MUy, alors :
Upi1 = MU, = MM"Uy = M" U,

et la propriété est vraie au rang n + 1.

e Conclusion : Pour tout n € N,

U, = M"U,.
(b) On cherche les valeurs de A € R telles que M — AI ne soit pas inversible :
1/2 -\ 1/3 0
M — X\ = 1/4 1/3— X 1/4
0 1/3 1/2 =\
Ly + 6L, 3(1—2X) 2 0
< Lo+ 1205 3 4(1 —3X)) 3
L3 < 6L3 0 2 3(1—2))
3 4(1 —3X) 3
0 2 3(1—2))
3 4(1—-3)) 3
< Lo+ Ly—(1-2\N)L, 0 2—4(1-2)\)(1-3X) =3(1-2))
0 2 3(1—=2x)
3 4(1—-3)) 3
— 0 2 3(1—2))

Le o L, 0 2—4(1-2\)(1-3)) —3(1—2))
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ce qui donne pour finir :

3 41-3)) 3
— 0 2 3(1—2))
Ly Ly — [1-2(1-2))(1 - 3))| Ly o 0 P())
avec :
P() = =3(1-20) = 3[1=2(1=2))(1=3X)] x (1-23) = =3(1 = 24) [1+1 - 2(1 = 2)(1 - 3))|

—6(1 —2)) [1 —(1=5X+ 6>\2)} = —6(1 —2)\) (=62 +5)) = 6A(1 — 2)\)(6A — 5).

Les deux autres valeurs diagonales de la réduite triangulaire ne peuvent étre nulles, donc les
valeurs propres de M sont les racines de P, c’est-a-dire :

Sp(M) = {0;;;2}

Comme on a trois valeurs propres distinctes, M est diagonalisable, et les sous-espaces propres
associés a chaque valeur propre sont de dimension 1.

Il existe alors une base de vecteurs propres respectivement associés aux valeurs propres 0 , 1/2
et 5/6. En posant P la matrice constituée de cette base de vecteurs propres et

000
D=0 5 0
00 2

on obtient alors :
M=PDP '« D=P'MP.

(¢) On en déduit par récurrence rapide que

0 0 0
P'M"P=D"=| 0 & 0
0 0 (§)"
puis
0 0 0
U,=P[ 0 & 0 P,
0 0 (3)

et par linéarité du produit matriciel, chaque coefficient est donc une combinaison linéaire de
a™, B™ et 4" (0, 2% et (%)n)

(d) Ces trois suites ont pour limite O car elles sont géométriques et leurs raisons sont éléments de
] — 1;1[ donc on en déduit que

3. On a vu que pour tout n € N (c’est un systéme complet d’événements),
4
> P(X,=k)=1 donc P(X,, =0)+P(X,=4)=1-> P(X,=k)
k=0 k=1

et en passant a la limite on en déduit que

lim [P(X, = 0)+P(X, =4)] = 1.

n—-+o0o

Cela signifie que lorsque n est trés grand, on est presque sdrs que soit tous les électeurs voudront
voter pour A, soit il voudront tous voter pour B.
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Partie IT - Le cas général

4.

5.

(a)

(a)

Sachant que X,, = k, pour avoir X, 11 = k + 1 il faut que l'un des k électeurs voulant voter
pour A soit tiré en premier (probabilité %) puis que dans les m — 1 restants, on choisisse un

des m — k voulant voter pour B (probabilité 7 m=k) donc

km—k _ k(m—k)

P(Xn:k)(Xn+1 =k+ 1) 1 m(m — 1).

Sachant que X,, = k, pour avoir X, 11 = k — 1 il faut que I'un des m — k électeurs voulant voter
pour B soit tiré en premier (probabilité ™ ) puis que dans les m — 1 restants, on choisisse un
des k voulant voter pour A (probabilite —£—) donc

m—1

m—k k  k(m-—k)

Pix,=t)(Xny1=k+1)= mm—1 mm=1)’

Enfin on remarque que sachant X,, = k, X,,;1 est compris entre k — 1 et k 4+ 1 donc

P(Xn:k) (k—]. < Xn+1 = k+1) = ]. — P(Xn:k) [(Xn+1 = k - ].) U (Xn+1 = k) @] Xn+1 = k + 1)] = ].
et la réunion est incompatible, ce qui donne :
2k(m — k)
Pix o (Xns1 =k)=1—
(ankt)( +1 ) m(m . 1)
Avec le systéme complet d’événement (X, = j);ecfo;m] On a par probabilités totales :
Tntlk = Zﬂn,j X Pix, =) (Xny1 = k)
§=0
k—2 k+1
= D Ty X0+ D Ty X Pix,—jy(Xng1 = k) + Z Tnj X 0
7=0 Jj=k—1 j=k+2
k+1
= Y Ty X Pxu=j (X1 = k)
j=k—1
(k—1)(m—-k+1) (k+1)(m—k—1) k(m — k)
= _ 1-2
k-1 X m(m — 1) F et X m(m —1) + Tk X m(m —1)

(k=1(m+1—-k)mpp—1+[mim—1)—2k(m —k)]mpr+ (E+1)(m—1— k’)ﬂ'n,k_;,_l.

m(m —1)

Montrons par récurrence sur n que pour tout entier naturel n, on a :

Wk € [Lim — 1], mup < (W)n

m(m —

e Initialisation : 7y j est une probabilité donc

mor <1 et (W)O —1.

donc la propriété est vraie au rang n = 0.

n
e Hérédité : on suppose qu’il existe n € N fixé tel que Vk € [1;m—1], 7, < (%) .

Alors pour tout k € [I;m — 1] on a:

o (k—1D(m+1-k)+mm—1)—-2k(m—k)]+(k+1)(m-—1-k) (m(m—l)
Tn+l,k X X

m(m —1) m(m —1

)
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Simplifions le numérateur du premier facteur (qu’on note N) :

N = (k—1)(m+1—k)+[mlm—1)—2k(m — k)] + (k+1)(m—1—k)

km—k)+k—m—-1+k+mim—1)—2k(m—k)+k(m—k)—k+m—-1—k
= km—R) -2+ + kA1 -1 +m(—1+1)+mlm—1)—2

= m(m-—1)—-2

ce qui donne enfin :

7Tn+1,k <

m(m —1) —2 " <m(m—1)—2>”: <m(m_1)_2>n+1

m(m — 1) m(m — 1) m(m — 1)

et la propriété est vraie au rang n + 1.

e Conclusion : Pour tout n € N et pour tout k € [1;m — 1],

n
S <m<m—1>—2) .

m(m — 1)
(b) Onam>2doncm—1>=1etenfinm(m—1)=>2donc0<m(m—1)—2<m(m-—1) et

mim—1)—2  m(m—1)
m(m — 1) m(m —1

m(m—1) —2\" 0
m(m — 1) n—400
m(m—1)—2
m(m—1)

0< =1

On en déduit que

n
puis par théoréme de comparaison, comme 0 < 7y, ;; < ( ) pour tout k € [[1;m — 1],

lim Tn,k = 0.

n—-+oo
6. (a) On peut écrire :
+oo
Va=J(Xn=m)
n=0

et ces événements sont inclus les uns dans les autres car X,, = m = X, ;1 = m. Le théoréme
de la limite croissante donne alors

P(Va) = lim P(X, =m).

n—-+oo

De méme
+oo

Ve = J (X, =0)

n=0

et ces événements sont inclus les uns dans les autres car X,, = 0 = X, .1 = 0. Le théoréme
de la limite croissante donne alors

(b) On a donc

Or pour tout n € N,
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donc
m—1
nEI-lr-loo |:P(Xn - m) +P<Xn - 0)} =1- E ngr-&l-looﬁn R=1
en enfin

P(Va)+P(Vp)=1

Ce résultat signifie qu’il est presque certain qu’au bout d’un certain temps, tous les candidats
auront la méme intention de vote.

7. (a) Comme une seule personne peut changer d’avis chaque jour, on a
‘XnJrl - an g 1

donc Z, () c {-1;0;1}.

De plus (avec X,, = 1 qui peut donner avec une probabilité non nulle X,,11 =0, X,,11 = 1 et
Xnp+1=2on abien {—1;0;1} C Z,(Q) et enfin

Zn() = {-1;0;1}.

(b) Avec le systéme complet d’événement (X, = k)re[o;m] On a :

P[(anl)ﬁ } ZP[ nt1 = Xp = 1) N (Xy = k)

P [(Xnﬂ =k+1)N (X, = k)}

Or X, 11 = m+ 1 est impossible (il y a m électeurs) et (X,, = 0) N (X,,+1 = 1) également car
si X, =0, Xpi1 =0.

Enfin par probabilités composées et avec le résultat de 4)a) on obtient :

m—1 y IC)
Tn,k 71).
k=1
(c) Un raisonnement identique donne (avec (X,41 = —1) et (X,, = m) N (X,41 = m — 1) impos-
sibles) :
m—1 m—1
k(m —k
P(Zy=-1) = > P(Xn=k)xPry,i(Xny1 =k—1)= me_l))
k=1 k=1
= P(Z,=1).

(d) On en déduit que (Z,, est finie donc admet une espérance) :

E(Z)) = —1xP(Z,=-1)40xP(Z,=0)+1xP(Z, =1)

= —P(Z,=1)+P(Z,=1)=0.

(e) Pour tout n € N, par linéarité de l’espérance (X, et X, 11 sont finies donc admettent des
espérances) :

E(Z,)=E(Xn41) — E(X,)=0 donc E(X,1)=E(X,).
On en déduit par une récurrence triviale que pour tout n € N,
E(X,)=E(Xy) =

car Xo est une variable aléatoire certaine égale a a.
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8. Pour tout n € N, on a :

E(X,)=a= Zk X T k-
k=0

On fait tendre n vers +oo et par unicité de la limite on obtient :

m

a=0x lim m,o+mx lm 7,.m—+ E kx lm m,,=mP(Vy)
n—-+oo ’ n—-+oo ’ P n—-+oo ’

car tous les autres termes valent 0 (la limite pour 1 < k < m — 1 et la valeur de k pour k = 0).

On en déduit que
mP(A)=a etenfin P(Vy)= e
m

PROBLEME 2 - Une propriété limite des lois de Pareto
Question préliminaire

Soit g une fonction continue sur un intervalle I, & valeurs réelles.

9. (a) Le changement de variable t = a + (8 — o)z donne directement le résultat :

1
B —a

/jg(t) dt = /Olg(a+(5—a)x) dx.

(b) Avec l’égalité ci-dessus, 'encadrement cherché est équivalent a :

1 1 1
/g(c—i—(b—c)x) dxg/ g(c+ (d - c)x) dxé/ gla+ (d—a)x) dz.
0 0 0
Oron aa < c¢<d<bdonc pour tout x € [0;1] (x > 0) :
d<b=d—-c<b—c=(d-cz<(b—c)jr=c+(d—c)z<c+ (b—c)x

et par décroissance de g,
gle+ (b—c)z) < glc+ (d—c)z).

En intégrant I'inégalité sur [0; 1] on obtient l'inégalité de gauche.
D’autre part on a
[c+(d—c)x]—[a+(d—a)z]=(c—a)+(a—c)z=(c—a) (1—2x) =0
sur [0;1],car 1 —z > 0et c—a > 0. D’ou
c+(d—c)xr 2a+ (d—a)xr et par décroissance de g, g(c+ (d—c)x) < gla+ (d—a)z.
En intégrant Iinégalité sur [0; 1], on obtient l'inégalité de droite.
L’encadrement

/Og(c—i—(b—c)x)dxg/o g(c+(d—c)x)d;v</0 gla+ (d—a)z) dx

est donc vrai et par équivalence des deux résultats, on a bien :

I 1 1
s [ o de< = [Taw ar< = [0 a
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Partie I - Partie fractionnaire d’une variable A densité

10. Pour tout x € R on a
lz] <z donc {z}=|z]—x>0.

D’ou pour tout y < 0,
Fy(y) =P <y)=P({X}<y)=0

car c’est un événement impossible.

D’autre part on a
z<lz]+1 donc {z}=z-[z]<1
1

pour tout € R. D’ot pour tout y > 1,

car ¢’est un événement certain.

11. On transforme I’événement par équivalence :

V=0={X}=0=X-[X]|=0=X=X]<—= XecZ

De plus on sait que X est & valeurs dans R™ donc ne peut étre négatif, ce qui donne :

Y=0 XeN
On en déduit bien que

neN

La réunion est incompatible, on en déduit (X est a densité) :

+oo +oo
P(Y=0)=) P(X=n)=)» 0=0.
n=0

n=0
12. Soit y un réel de lintervalle ]0, 1].

(a) Avec le systéme complet d’événements (| X | = n)nen, les probabilités totales donnent :

+oo
Fy(y) = P(Y <y)=P(X —[X]<y)= Y P|(X—[X] <y)n(X]=n)]
n=0

- fP[(xgnw)m(p{J :n)} :+§P[(X<n+y)ﬁ(n<X<n+1)}
n=0 n=0

Or a a supposé que y < 1, donc n+y <n + 1 enfin :
(X<n+y)N(X<n+1)=(X<n+y)

ce qui donne (X est & densité et sa densité est f) :
+oo +00  nty
Frl) =Y PosX<nty) =Y [ f0)d
n=0 n=0v"

(b) e Pourtoutn€Nonan<mn+y<n-+1et festdécroissante et continue sur Rt donc en
appliquant le préliminaire avec c=n,b=n+letd=n+1y:

1 n+1 1 n+y
e t) dt < ——— t) dt
n+1fn/n 1) nerfn/n f®)

n+1 n+y
y/ f(t)dts/ f(t) dt.

donc
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e Pourtoutn>lonan—1+y<n<n4ycar0<y<1et fest décroissante et continue
sur RT donc en appliquant le préliminaire avec c=n,a=n—1+yetd=n+1y:

L [Twas ! [

n+y—n nt+y—Mm—1+y) Jn 14y

donc

n+y n—+y
/ f(t) dt < y/ f(t) dt.

n—1+y

(¢) On somme de 0 & +oo la premiére inégalité du b) :

+00 too  rnty
y/ f(t) dt < z/n £(t) dt = Fy (1),

k=0

Pour l'inégalité de droite, on somme la deuxiéme inégalité du b) pour k allant de 1 & +o0 :

+o0 T pnty
y/y f(t)dt>kz_l/n f(t) dt.

Enfin on ajoute [ f(t) dt des deux cotés et on obtient :

Y 400
[ rwary [ s @z rew)
0 Y
ce qui donne bien :
+00 y +oo
v [ s a<ru < [ fodey [ s
0 0 Y
De plus X est a valeurs positives donc :
+oo
/ f#)dt=1=P(X >20)=1 et I'inégalité de gauche donne y < Fy(y).
0
De plus on a

/y+°Of(t) dt:/0+°°f(t) dt—/oyf(t) dtzl—/oyf(t) dt <1

par positivité de 'intégrale; en effet f(t) > 0 et les bornes sont dans l’ordre croissant donc
Jo f(t) dt = 0. On en déduit que

Fy(y) < /0 "I dt 4+

Enfin on pour tout ¢ € [0;y|, par décroissance de f, f(t) < f(0) = M donc en intégrant avec
des bornes dans ’ordre croissant :

y y
/f(t)dtg/Mdt:Mng car y<1.
0 0

Cela donne bien Fy (y) < y + M, puis :

y< Fy(y) <y+ M.




ECE 2 - Mathématiques

Quentin Dunstetter - ENC-Bessiéres 20112012 Essec I 2011 - Correction

Partie IT - Premier chiffre significatif d’une variable de Pareto

13. gx est une fonction a valeurs positives, continue sur | — oco; 1[ et sur |1;4+o00[, il reste & vérifier que

fj:oo gx(t) dt converge et vaut 1. Par relation de Chasles,

400 1 “+oo )\

fioo gx(t) dt converge et vaut O.

La deuxiéme intégrale n’est généralisée qu’en +oo et pour = > 1,

@ A 1
t) dt = = ——+1—1
/19)\() |:_>‘:|1 37)‘+

car A > 0, donc lim 2* = +ooet lim 2 =0.
z—+00 z—+o0 &

On en déduit que ijo: gx(t) dt converge et vaut 1, et gy est une densité de probabiliteé.

14. Pour tout z < 1,

Pour tout z > 1,

! D N 1
1 - 1 z

On rassemble :

15. (a) Pour tout z € R,

Fi) = P(X)<z)=Plog(Z) <x>P(hfIf3) @)

= P(In(Z)) <zln10) =P (Z, <"1 =P (2, < 10%)

= Gx(10%).

(b) On en déduit que :
0 si 10* <1
FA(I)—{ - by SE107> 1.
On résout les inéquations (avec In(10) > 0 car 10 > e) :

10 < 1 <= 2zIn(10) <In(l) <= 2 <0 donc 10°>1<=zx>

Enfin on a calcule (10%)* = 10** = A1 10 ¢t on obtient :

0 siz <0
Fy(z) = { 1 — -0z g o> 0.

et X\ suit donc une loi exponentielle de paramétre \ln 10.

16. La fonction

f(a:):{ 0 siz <0

An10e=Meloz g 4 >

0

10
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est une densité de X, nulle sur R™*, continue, décroissante et strictement positive sur R™ donc les
résultats de la partie I s’appliquent.

On en déduit que pour tout y €]0; 1],

y < Fy,(y) <y+ f(0) =y + Aln10.

Or lim AIn10 = 0 donc par encadrement,
A—0*t

lim Fy, (y) = lim P(Y\<y)=y.

A—=0t A—0t

Il reste & prouver que :

Yy €] — 00; 0], Alim PYa<y) =0 et Vyell;+oo, )\li)rng PYy<y) =1

—0t
Or la partie I montre que la fonction de répartition de Y) vérifie exactement ces deux propriétés

(nulle sur R~ et égale a 1 sur [1; +o0].
En passant a la limite pour A — 0 on obtient le résultat.

D’ou en posant une variable aléatoire Y suivant la loi uniforme sur [0;1] on a

Vy € R, lim F =F
Y ALIBIJF Y,\(y) v (y)

et Y, converge en loi vers Y quand A tend vers 0 par valeurs positives.

17. (a) Question trés difficile.
a(z) = k signifie qu’il existe n € N tel que
Ex10" <z < (k+1)x10"
(oun=0s11<2z<10,1si10<z <100, 2si 100 < = < 1000, etc...
D’ot

afr) =k <= dneN, mhk+nlnl0<Iner <In(k+1)+nlnl0

Ink . Inz In(k+1)

= FEN TS 10 < o

< dneN, log(k)+n<logz <log(k+1)+n

Montrons alors que n est la partie entiére de log(x) :

Pour tout k € [1;9], logl =0 < logk < log9 = 11;‘190 < 1 doncon alogx > n car Ink > 0.

D’autre part pour tout k € [1;9], log(k + 1) <log10 =1 donc logz < n + 1.

On obtient que
n<logz<n+1 e neN donc n=|logz].

En remplacant on obtient :

alz) =k <= logk+ |logz| <logz <log(k+1)+ |logz] <= logk <logz — |logz| < log(k+ 1)

< logk < {logz} <log(k + 1) <= {log(z)} € [logk,log(k + 1)[.

11
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(b) Pour tout A > 0 et tout k € [1;9] on a :
P(Cx=k)=P(a(Zy) =k) =P(logk < {log Z»} < log(k + 1)) = P(logk < Y) < log(k +1)).

Or Y, converge en loi vers une variable aléatoire Y suivant la loi uniforme sur [0; 1] lorsque A
tend vers 01 donc

)\lir& P(loghk <Y\ <log(k+1)) =P(logk <Y <log(k+1))
—

Comme k € [1;9], on a vu que 0 < log(k) < 1 donc
Fy(log(k)) =log(k) et Fy(log(k+1)) =log(k+1)

et enfin :

n —In =
P(CA:k)zlog(k—l—l)—log(k):1 (k+1) -1 k::1 ( k ) :10g<k+1) :log(1+1>.

In10 In10 k k
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