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On s'intéresse dans ce probléme a l'énergie d'un graphe qui est définie a partir de énergie de sa matrice d'adjacence. | Un probléme intéressant mé-
lant graphes et matrices. Une

L'énergie d'un graphe a été introduite en 1978 par Ivan Gutman. Ce n'est qu'a partir des années 2000 que des recherches | bonne connaissance du cours.
sur les matrices était nécessaire

approfondies sur cette notion ont été entreprises. (LE COURS, LE COURS, LE
) o . ) . " . o COURS,).
Aujourd'hui plus de deux articles par semaine sont publiés sur énergie des graphes avec de nombreuses applications | Syjet trés calculatoire par
dans divers domaines scientifiques. ailleurs, avec beaucoup de ma-
nipulations d'inégalités.
Les parties 2 et 3 sont indépendantes et un bref aide-mémoire Python se trouve en fin de sujet. Quelques lourdeurs par endroits,

dues a de nombreux résultats
intermédiatires fournis...
Un sujet sur lequel s'entratner

Dans tout le probleme n est un entier supérieur ou égal a 2.

On rappelle que la notation Z est analogue a la notation Z . puisqu'il contient suffisamment
1<ij<n (L)l n]? de questions et méthodes clas-
NS JEL siques !
Z
!
PARTI E 1 - E N E RG | E ET TRACE D U N E MATR' CE Répartition des points de ba-
reme :

e partie 1:19%

1. Soit A une matrice carrée symétrique appartenant a M,(R). Justifier l'existence d'une matrice carrée inversible P e partie 2: 17%

appartenant a R) telle que P~'AP soit une matrice diagonale. Que peut-on dire des éléments diagonaux de | ® partie 3 : 64%
Pp_a AP Mo(R) g 9 Que p g Le 20/20 était & 60% des points

Puisque A est symétrique a coefficients réels, elle est diagonalisable dans M, (R). Il existe donc deux matrices fe baréme
P, D e M,(R) telles que :

e P est inversible,

e D est diagonale constituée des valeurs propres de A,

o A= PDP" donc D= P 'AP.

Par conséquent, P~'AP est diagonale et ses éléments diagonaux sont les valeurs'propres. de A.
n
» En notant Ay, ..., A, les éléments diagonaux de P~'AP, on pose alors E(A) = Z |Ac], on nomme ce réel positif

k=1

[8nergie de A. On admet que cette somme ne dépend pas du choix de P.
On pourrait s'attendre, de la part

1 -1 -1 dun tel sujet, a davantage de soin
_ oA dans la présentation des énoncés.
2. Montrer que E(A) =3 st A= [ —1 0 0. A la formulation "montrer que
—1 0 0 .. st .., on préfere, de tres loin,
1 1 -1 la formulation ‘montrer que st ...
alors ..
Supposons A= | =1 0 0 |. Déterminons ses valeurs propres.afin de calculer son énergie.
-1 0 0

Soit A€ R On a
AE SpA) < rg(A— AL) < 3

Or :
T—A =1 - —— = Rappel... ——
rg(A — Ak) = rq 1 A0 4 Le rang est invariant par opéra-
Ly ! —1 0 —) tions élémentatres sur les lignes
et sur les colonnes.
—1 —A 0
o rq 1T—A 1 1
Ly — L+ (T= )L - -
I3 < [3—1 1 0 /
—1 —A 0
= rq 0 1= A+ 4 1
G G+ G 0 1
’ A —A
—— & Méthode !
—1 —A 0 On aurait également pu faire
- rg 0 2 A /\f) 1 autrement en remarquant que :
e 0 est valeur propre de A, car A
0 0 —A
n'est pas inversible...
e —1 est valeur propre de A,
—1 —A 0 car la somme des coefficients de
Or, la matrice 0 “2— A+ A =1 est triangulaire ; elle est donc non inversible si, et seulement si, elle Ch?que ligne vaut —1 (et donc
0 0 —A 1| est vecteur propre associé)
possede au moinsn coefficient diagonal nul. 1

o

e pour trouver la derniére, on
utilise le fait que A est diagona-
lisable (car symétrique), donc la
) derniére VP s'obtient en utilisant
—2—A+A1 =0 que la somme des 3 VP égale la
A E Sp(A) ou somme des coefficients diagonaux
- ) de la matrice (on en reparle juste
—A =0 un peu plus loin..) : donc 2 est
VP. Il reste a le démontrer par

Par conséquent

—
contre (en exhibant un VP par
exemple).
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ou
= A=2
ou
A=0
Dot :
Sp(A) = {-1,0; 2}
Conclusion : E(A) = | — 1|+ [0+ |+ [2| = 3.

3. Ecrire une fonction Python energie(A) qui renvoie l'énergie de la matrice symétrique représentée par le tableau
numpy A.
Proposons le programme suivant :

1| import numpy as np
2l import numpy.linalg as al

4 def energie(A):

5 S=al.eigvals (4)
6 E=sum(np.abs(S))
7 return E
> SiA= (ai,,»)ngn est une matrice carrée appartenant & M, (R), on définit la trace de A, notée tr(A) par :

tr(A) = i a;;
i1

4. Notons A = (aw)1<i,j<n et B= (b"/)1<i,j<n‘
n n
4.a. Montrer que : tr(AB) = Z Z agbji | = Z ajbj.
i=1 j=1 1<ij<n

Notons C = AB et posons C = (c; j),je[1.n]- Par définition de la multiplication matricielle, on a :

Vi,jeln], a;= ZGMDM
k=1

Par conséquent :

tr(AB) = tr(C)

n

E Cii

i=1

n n

- } § Unkbk,z
i=1 k=1
- E Ot,kbkx

1<ik<n

Important !

Le sujet contient un aide-mémoire
Python, il est indispensable
d'aller le lire a chaque question
Python !

n

Conclusion : tr(AB) = Z Z apb
j=1

i=1

% agjby.

1<i,j<n

4.b. En déduire que : tr(AB) = tr(BA) et tr('AA) = Z afj, Que peut-on dire de A si tr('AA) = 07?
1<i,j<n

e Notons D= BA et posons D = (d, ;) je[1.,]- Par définition de la multiplication matricielle, on a :
Vi,je[n], d;= ZDMGM
k=1

Par conséquent :

tr(BA) = tr(D)

n
- § du
i=1
n 1
- § b(,k Ay,
=1 k=1

i
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Remarque

Comme en question précédente,
jat choist de nommer le produit
BA : la raison est pédagogique.
On peut faire sans, mais il est
peut-&tre plus simple de se repé-
rer en faisant avec...




= Z bixag,

1<ik<n
n n
- E E Gk,lbl‘k
=1 =1 J les indices des sommes sont muets
n n
- g ik by
i=1 k=1 / question précédente
— tr(AB)

Conclusion : tr(AB) = tr(BA).

e Prenons B ='A. Dans ce cas :
Vi,je [1;n], bi;j = aj,

tr(A4) = > a
1

<ij<n

D'ot, d'apres la question précédente :

Et comme, d'aprés le point précédent, on a tr(‘AA) = tr(A'A), on obtient le résultat voulu:

Conclusion : tr(‘AA) = Z Gf/.

1<i,j<n

e Supposons tr("AA) = 0.
Ainsi, d'apres le point précédent :

Or:
o ) 2
v Vi jen], a;; 20
v une somme de termes positifs est nulle si, et seulement si, tous ses termes sont nuls.
Par conséquent :
vien] a;, =0
et donc :
Vie[1;n], a; =0

. . —— Remarque ———
Conclusion : si tr(!AA) = 0, alors A= 0,,. . at

La réciproque est trivialement
vraie...

o

4.c. SL A et B sont semblables, montrer que tr(A) = tr(B).
Supposons que A et B sont semblables.
IL existe alors une matrice P € M, (R) inversible, que nous-considérons ensuite, telle que A= PBP~". Ainsi :

—— % Classique ! % ——

o 1
TF(A) o tl’((IDB)/D ) Toutes les questions de cette

o 1 question 4. sont classiques et a

o tI'('D ('DB)) savoir refaire. En appro, la trace
= tr(B) d'une matrice est au programme
et donc ces questions ne sont que
des questions de cours. En appli,

. ; elles permettent d'évaluer les

Conclusion : si A'et B sont semblables, alors tr(A) = tr(B). candlgats ot candidats sur leur
bonne connaissance du cours sur
les matrices.

J premier point de la question précédente

o

5. Dans cette question A = (ai,j)1<i/.<n est symétrique et on utilise les notations de la question 1.

5.a. Montrer que ’tr(A)‘ < E(A).
Puisque A est symétrique, elle est diagonalisable, donc semblable a une matrice diagonale D, ol les éléments
diagonaux de D sont Ay, ..., A, Ainsi, d'apres la question précédente tr(A) = tr(D). D'ol :

|tr(A){

‘tr(D)‘

15
i=1

<) Al
i=1

=E(A)

J définition de la trace

J inégalité triangulaire

Conelusion : |tr(A)| < E(A).
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5.b. Justifier que tr(A%) =

Z*

(PD*P
D?)

I
- =

r

I

A

=N

tr((PDP")?)
tr(PDP~'PDP™')
(
(

)

question 4.c.

J D = diag(X

, An), donc D’ = (Img(/\f

tr(A?)

Il
~
e

Conclusion :

6. Dans la console Python, on obtient :

>>> energie (3*np.eye(3)-np.ones ([3,3]))

6.0

6.a. Déterminer quelle est la matrice A associée au tableau 3*np.eye(3)-np.ones([3,3]).

300 1T 11
La commande 3*np.eye(3)-np.ones([3,3]) désigne la matrice {0 3 0| = |1 1 1
0 0 3 T 11
2 =1 -1
Conclusion: A= [ -1 2 -1
-1 =1 2
6.b. En calculant tr(A), tr(4%) et en déterminant une valeur propre de A, expliciter son spectre et retrouver son
énergie.
o tr(A) =0,
6 -3 3
e ontrowe A2 = [ -3 6 —3|, donc tr(A?) = 18,
3 =3 6
1 0
e on remarque que A (1] = {0/, avec | 1|, done O est valeur propre de A.
0

Puisque A est symétrique, elle est diagonalisable. On sait déja que O est valeur propre de A, donc est un

coefficient diagonal de D. Notons A et p1 les deux autres coefficients diagonaux de D.
D'apres les questions 5.b. et ce qui a été fait en question 5.a. 4

Mais tr(A) = 6 et tr(A%) = 18 et :

{

tr(A) = 0+A+p ;

tr(A) = 6
tr(A?) = 18

tr(A%) = 02 + M + 1/

A+p=06
A4 =18

A=06—p
6 —p) 4+ > =18

A=6—yp

247 —12u+18=0
[ A=0—p
1 —6u+9=0

A=0—p
(b=37=0
(1=3
-;/:3

Par conséquent; les coefficients diagonaux de D sont 0, 3 et 3

Conclusion : Sp(A)
début de la.question 6.).

= {0;3} et donc E(A) =

6 (on retrouve l'énergie fournie par la commande Python au
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A
Par définition
ciel, aCy + b(
oll C1, Cz, C3 :

de A Or, ici, o
4G+G+G

Important ! —

o

L'énoncé mentionne claireme
qu'il faut utiliser tr(A), tr(A%)
la VP déja trouvée. Aucun pc
ne serait attribué pour la mi
place d'une méthode n'utilisa
pas ces informations.

—— X Attention !
L'énergie est la somme des va-

4 leurs absolues des VP, comptées

avec leur multiplicité !




PARTIE 2 - PrRODUIT DE KRONECKER 2 X N DE MATRICES SYME-
TRIQUES

e Soit U = (u

v

M, (R) symétrique.

On définit UxA la matrice carrée appartenant a M;,(R) que l'on peut naturellement représenter ainsi (

(écriture par blocs).

T 0 1 1
e Par exemple, si U = (1 O) et A= (1 0 O
10 0

02 2 0 11

2 001 00

2 001 00 - .

01100 0 (05 désigne la matrice nulle de M5(R).

10 0 0 0 O

1T 0 0 0 0 O

e Si X est une matrice colonne appartenant a My, (R), X =
Xn+1
X =

X2n

On admet qu'alors la matrice colonne (U % A) X de My, est égale a (

X1

X2n

,alors Ux A = (

, X
,on ecrtraX:( |

une matrice carrée appartenant a M;(R) symétrique et A une matrice carrée appartenant a

VA
VA WA

2A A

A 03) par blocs dou U« A =

X1
) avec X; = et

Xn

X2

UAXq + VAXZ
VAX) + wAX, |-

. . - , u v , ,
7. 7.a. Ecrire une fonction Python prod2K(u,v,w,A) qui étant donné U = (v W) et A représentée par un tableau

7.b.

numpy, renvoie U x A sous la forme d'un tableau numpy. Proposons le programme suivant :

import numpy as np
import numpy.linalg as al

def prod2K(u,v,w,A):
n,n=np.shape (A)
M=np.zeros ([2*n,2*n])
M[O:n,0:n]l=ux*xA
M[O:n,n:2%n]=v*A
M[n:2*n,0:n]=v*A
M[n:2*n,n:2*n]=w*xA
return M

On peut également proposer le programme. suivant :

import numpy as np
import numpy.linalg as al

def prod2K(u,v,w,A):
n,n=np.shape(A)
M=np.zeros ([2*n,2*n])
for i in range(n):
for j in range(n):
M[i,jl=uxAli,j]
M[i,j+n]l=v*A[i,j]
M[i+n,jl=v*A[i,j]
M[i+n,j+nl=w*xA[i, j]
return M

Compléter le code suivant s'affichant dans la console Python :

>>> prod2K(...,-1,...,...)

array([[-2., 1., 2., -1.],
[ 1., -2., -1., 2.1,
[ 2., -1., -4., 2.7,
[-1., 2., 2., -4.11)
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Conclusion : prod2K(1,-1,2,np.array([[-2,1],[1,-2]1]1)).

a

aX
b .

8. Soit ( ) un vecteur propre de U pour la valeur propre y et X un vecteur propre de A pour y. On pose Y = (bX

(ua + vb)X)

8.a. Etablir légalité : (UxA)Y =p ((va + wh)X

En notant Y = (? ) d'apres l‘énoncé :

2

(UxAY — (u/\h +V/\Yz)

VAY] + wAY,

uaAX + vbAX
vaAX + wbAX

_ [uapX +vbuX
— \vapX + wbuX

B (ua +vb)X
“Hl(va+ wh)x

J Yi = aX et Yo = bX

J X est vecteur propre de A pour la valeur propre p, donc AX = uX

Conclusion : (UxA)Y =p ( (ua +vb)X )

(va +wb)X

8.b. Montrer que Y est un vecteur propre de U % A et préciser pour quelle valeur propre.

e Puisque X est vecteur propre de A, X # 0,1.
Et puisque (Z) est vecteur propre de U, (Z) #+ 0,1, donc a 0 ou b # 0.

Par conséquent :
aX :)é O,w ou bX :)é O,w

D'ou :
Y :/‘/: OZIM

) est vecteur propre de U pour.la valeur propre y. D'oli:

()

ua4dvb\ [ya
va+wb | . \yb

e On sait que (g

Autrement dit :

Ainsi, d'apres la question précédente :

B yaX
(UxAY.=p (ybY)
Autrement dit :
(U%A)Y = uyY

Conclusion : Y est un vecteur propre de U A.associé a la valeur propre yp.

9. 9.a. Justifier lexistence d'une base ( (Z) ) (2) ) de M31(R) et d'une base (Xi,..., X;) de M, 1(R) formées de

vecteurs propres de U et de A respectivement.
e Puisque U est symétrique a coefficients réels, elle est diagonalisable. Il existe donc une base de M, ;(R)
formée de vecteurs propres de U.
e Puisque A est symétrique a coefficients réels, elle est diagonalisable. Il existe donc une base de M, 1(R)
formée de vecteurs propres de A

. |a c ) S
» On note y; et y, les valeurs propres associées a (b) et (d) respectivement et [, ..., i, celles associées ¢

Xi,..., X, respectivement.

. GX[ _ CX[
On pose, pour tout ( € [1,n], ¥; = (in) et /; = (Xm-)'
9.b. Montrer que la famille (Y3, 2, ..., Y,, Z,) est libre.
Sotent ai, ..., q,, Pr, 4B, € R. Supposons o Yy + 1241 + ... + &, Yy + BaZn = 021
Ona:
Y (a@X; + cB:Xi) = 0,

Q YW + /9121 + .o+ Yn + BmZn - O,)/M Sad [ﬁw

Z(z‘)a[)(l +dB:Xi) = 0,4

i=1
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Z(OOL + (B!)Xr - 0/7,1
— o

> (bai+ dB)X; = 0,4

i=1

Vie[1;n], agg+cB; =0
Vie [1;n], bai+dB =0

J la famille (X1, ..., Xj) est libre dans M 41(R) (car une base)

= VYie[ln], a (Z) + B (;) =024

J la famille ( (Z) , (;) ) est libre dans" M3 (R) (car une base)
= Vie[ln], aa=B=0

Conclusion : la famille (Y4, 2y, ..., Yy, Z,) est libre.

9.c. Endéduire que UxA est semblable a la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont yi1i, Yath, ..., Yilin, Y2lin.

e D'une part, la famille (Y4, 21, ..., Y,, Z,) est une famille de Mo, 1(R) qui est :
v libre d'apres la question précédente,
v de cardinal 2n égal a dim (Mz,,yw(R)).
Conclusion : la famille (Y4, 2, ..., Yy, Z,) est une base de M5, 1(R).
e D’autre part, on sait que :

v (2) est vecteur propre de U associé a la valeur propre y;,

v pour tout i € [[1;n], X; est vecteur propre de A associé a la valeur propre
alX,

bX; )

Ainsi, d'aprés la question 8.b., pour tout i € [1;n], Vi est vecteur propre de U A associé a la valeur

propre yifi;.
De la méme facon, pour tout i € [1;n], Z; est vecteur propre de U * A associé a la valeur propre ysu;.

v pour tout i € [1;n]], Y, = (

Par conséquent, il existe une base de M., (R) constituée de vecteurs propres de U « A; donc U x A est
diagonalisable.

Conclusion : U % A est semblable a la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs
propres associées aux vecteurs propres de la base exhibée, c'est-a-dire les réels yitn, vori, ... Villn, Y2ln-

9.d. En conclure que E(UxA) = E(U) x E(A).

Par définition de l'énergie d'une matrice :
&U*A%:iiwmd+§iWwJ; E(U) = lviflya| ;emwzjiwA
i=1 i=1 i=1
Dot :
EWU) « E(A) = (lvalish 1121) i\//:\
i=1

n n
=i > Il + vl Y
i=1 i=1
n n
= Inml+D_ vl
i=1 i=1

—E(U~A)

Conclusion : E(Ux A) = E(U) < EA).

10. Un exemple. On considere un graphe G, non orienté et sans boucle, dont les sommets sont 1, ..., n et l'ensemble des
arétes est noté A,. On définit le graphe Gy, dont les sommets sont 1,...,2n et les arétes sont celles de G, ainsi
que, pour toute aréte {i, j} € A, les arétes {i +n, j} et {i,j + n}.

Voict un exemple de représentation de Gy et Gg :
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On note A, et Ay, les matrices d'adjacence de G, et G,.
10.a. Déterminer U telle que Ay, = U *A,.
Puisque G, et G, sont d'ordre n et 2n respectivement, on a :

Am S MH(R) . AZH S MZH(R)
Considérons By, By, Bs, By € M,(R) telles que :

(B B .
Aon = (B3 Bq) (écriture pas blocs)

Ensuite :

e puisque les arétes de G, sont des arétes de Gy, et qu'aucune autre aréte entre lesssommets 1, ..., n n'est
ajoutée, on a déja :
BW - A/r
e on sait que, pour tous i, j € [1;n], {i, j+ n} est une aréte de G, si, et seulement si, {i, j} est une aréte

de G, donc :
BZ - A/r

e on sait que, pour tous i, j € [1;n], {i + n, j} est une aréte de Gy, si, et seulement si, {i, j} est une aréte
de G,, donc :
Bi - A/r

e aucune aréte n'est créée entre les sommets n + 1,...;2n, donc :

84 - OH
Dot :
AH A/]
e (A” o,,)
11
N (1 O) *An

11

Conclusion : U = (1 0

) de sorte que Ay, = UxA,.

10.b. En déduire que E(A,) = VBE(A).
Commencons par remarquer que les matrices A, et A;, sont symétriques, comme matrices d'adjacence de graphes
non orientés; et que U est également symétrique. Le contexte de l'énoncé est donc respecté.

) 1) ; donc, d'apres la question 9.d. :

e On sait que Ay, = UxA,, ou U = (1 0

E(Ax) = E(U) x E(A))

e Déterminons|les valeurs propres de U.
Soit A€ RiOn a:

reSp(l) ((1;/\ _)\) n'est pas inversible)
T—1 1
<=>det(( ] —A)):O
= —A1-X)—-1=0
= N=-A-1=0
1-V5
X =
2
— ou
1
= +2ﬁ
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D'ou :

Par conséquent :

Conclusion : £(A,) = V5E(A,).

PARTIE 3 - ENCADREMENT DE L'ENERGIE D'UNE MATRICE D'ADJA-

CENCE

Soit m, n et p des entiers tels que m > 1etn>p > 2

On suppose dans cette partie de A = (a,)1<i,<n €st la matrice d'adjacence d'un graphe G(A), non orienté, sans boucle,

a nsommets 1,...,n, a m arétes et n — p sommets isolés, cest-a-dire de degré 0.

On note (E4, ..., E,) la base canonique de M, 1(R) et / l'ensemble des sommets non isolés de G(A).

11.11.a. Montrer que Z a;,j = Z a,;=2m.

1<ij<n (i.j)el?

e Ona:

E a,; = > (71/+§ u[/

1<ij<n (i.j)el? (i./)é

Soit (i, j) € I°. Dans ce cas, les sommets i et j sont isolés; donc iln'y a aucune aréte les reliant tous les

deux et ainsi : a;; = 0.
Ainst :

Z ay; =0

(L)1

Conclusion : > a, = > ag.

I<ij<n (i.j)el?

e Ensuite, d'apres la formule d’Euler, puisque le graphe G(A) est non orienté

Zdeg([) =2m
i=1

i € [1;n], deq(i) Z(J,/

Par conséquent :

E a,j=2m

1<ij<n

—— X Attention !

Il se peut que @;; = 0, méme
si(i,j) € P Iln'ya quune
implication :

(i.j)¢ P = a,;=0

Il est possible que a1, = 0 sans
que les sommets 1 et 2 soient
isolés...

Conclusion : > a,j= > a,; = 2m.

1<ij<n (i.j)elP

11.b. Etablir que : 1 < —Zpﬂ <p-—1.

Commencons déja par.remarquer que p est le nombre de sommets non isolés; autrement dit :

p = Card(/)

Ensuite :

e d'aprés la question précédente :

E (1[/ =2m

(L)e

Mais :

Z a;; = Z a;;+ Z a;;

(i.j)el? (i.j)El? (i.j)el?
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12.12.a.

Y ay+)y a

(el =y / G(A) est sans boucle, donc : Vi € [1;n], a;; =0
=)y
()P / en supposant le graphe sans aréte multiple : V(i, ) € [1;n]°, a;; <1

1

Or :

Y

(i.)El?

— Card ({(i,/) € P 1 i #j})

= Card(/?) — Card(/)
=p’—p

Par conséquent :
2m < p’—p
Conclusion : puisque p > 0 (car p = 2), on obtient :

LI
P

E aij=2m

(i.)el?

e d'apreés la question précédente :

Mais :

(ij)el?

Or
> 1 =Card(l) = p

el

Par conséquent :

pour tout i € /, i est non isolé, donc il existe au moins un j tel que a;; = 1 et'ainsi > aij =1

2m > p
Conclusion : puisque p > 0 (car p > 2), on obtient:
n
p
2
Conclusion : 1 < S <p-—1.
p

Remarquons que

n
Z deg(i)
2m =
P P
Z deg(i)
_ el
p

2m
Ainsi, — est le degré moyen des sommets de /.
Or, chaque sommet de [ est :
® non isolé, donc de degré au moins 1;

e relié au plus aux p — 1 autres sommets non isolés et donc, en supposant que le graphe est sans aréte
multiple, est de degré au plus p — 1.

Par conséquent, chaque sommet non isolé est de degré compris entre 1 et p — 1. Ainsi, la moyenne des degrés des
sommets non isolés est également comprise entre 1 et p — 1.

2
Conclusion : 1 < ?m <p-—1

AUTRE METHODE...

Justifier qu'il existe une matrice carrée inversible P appartenant & M, (R) telle que P~'AP soit une matrice

diagonale différente de la matrice nulle.
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e Puisque G(A) est non orienté, sa matrice d'adjacence A est symétrique.
Par conséquent, A est diagonalisable. Il existe donc deux matrices P, D € M, (R) telles que :
* P est inversible,
# D est diagonale constituée des valeurs propres de A,
* A= PDP™" donc D= P 'AP.
Par conséquent, P~'AP est diagonale.

e Si P7'AP était nulle, alors on aurait PP~ 'APP™! qui serait également nulle; autrement dit, A serait
nulle et donc G(A) n'aurait que des sommets isolés : absurde car p > 2.

Conclusion : il existe une matrice carrée inversible P appartenant & M, (R) telle que P~'AP soit une
matrice diagonale différente de la matrice nulle.

» Dans la suite, on note D cette matrice diagonale.

12.b. En déduire que tr(D) =0, tr(Dz) = Z aﬁj =2m.

1<i,j<n

e Puisque A et D sont semblables, en débutant avec la question 4.c. :

tr(D) = tr(A)

n
= )_au ;

- J G(A) est sans boucle, donc : Vi € [1;n], a;; =0
=0

Conclusion : tr(D) = 0.

e Ensuite :
D’ = (P’%P)Z
= PTAPPTTAP
=P AP

Donc D? et A% sont semblables et ainsi, en débutant avec la question 4.c. :

tr(D?) = tr(A?)
= tr('AA)

J question 4.b.
2
)_ a,

J pour-tous.i, j € [1;n], a;; = 0, "donc 05/ =a;

G(A) est non orienté, donc A est symétrique, doti : ‘A = A

I<ij<n
- EZ: aij
1<ij<n J question 11.a.

=2m

Conclusion : tr(D?) = Z afv/ =2m.

» On suppose dans la suite que P est telle que les éléments diagonaux de D, Ay, ..., A, vérifient - || = ... = |A,].
On pose 6 = max A.

1<k<n
13.13.a. Soit k un sommet isolé. Montrer que E; € ker(A).
En déduire que dim (ker(A)) = n — p puis que, st p < n, alors Ay = ... = A, = 0.
e Par définition du produit matriciel, la matrice AE, est égale a la k-ieme colonne de la matrice A. Autrement
dit : .
AE, =
an,k

Or lessommet k est tsolé; donc :
Vie[l;n], au=0

Par conséquent :
AEA - 0/7,1

Conclusion : E; € ker(A).
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e D'apres le point précédent :

Vk & 1, Ey € ker(A)

Par conséquent, la famille (Ex)rgs est une famille de ker(A) qui est libre, comme sous-famille d'une famille
libre (sous-famille de la base canonique de M, 1(R)).

D'ou :

dim ( ker(A)) > Card((Ek)m,)

Or :

Card((E

k)m/) =

n — Card(/)
=n—p

Conclusion : dim ( ker(A)) >n—p.

e Supposons p < n.
D'aprées ce qui précede :

dim ( ker(A)) >n—p>0

Par conséquent, O est valeur propre de A et l'espace propre associé est de dimension-aurmoins n — p.
Ainsi, la valeur propre 0 apparalt au moins n — p fois dans les coefficients diagonaux de D.
Puisque ces coefficients diagonaux sont rangés dans l'ordre croissant de leur valeur absolue; on en déduit
que les (au moins) n — p derniers sont nuls. D'ou le résultat.

Conclusion : si p < n, alors A, = ...

=A, =0

p
13.b. Montrer que Z)«ﬁ = 2m puis que 0 < 8 < V2m.

k=1

e Puisque D = diag(A, ...

Distinguons ensuite deux cas :

* stp=n:

* sip<n:

tr(D?) = IZ/\f +Y A
i=1 i=p+1
- i,\f

i=1

Dans les deux cas :

Or, d'apres la'question 12.b. :

,A), ona D? = diag(Af, ...

)\Z

*) et donc :

(DY) =Y X
i=1

P
tr(D%) = YN
i=1

J question précédente : Vi > p+1, A =0

p
(DY) =Y A
i=1

tr(D?) = 2m

p
Conclusion : ) Af.= 2ni-

k=1

e x Raisonnons par l'absurde et supposons que 6 < 0.
Puisque .= max A, on obtient dans ce cas :

1<k<n

Vk e [1;n], %<0

Or, d'aprés la question 12.a., D n'est pas la matrice nulle. Il existe au moins un des réels Aq, ...

qui soit non nul, et donc strictement négatif.

Par conséquent :

Autrement dit :
tr(D) < 0

Conclusion.: 6 > 0.

Z)\k <0
k=1

absurde d'apres la question 12.b.
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= Rappels...

Soit £ un EV de dimension finie.
o SU.Z est une famille libre de
E, alors Card(.#) < dim(E)

® S{.F est une famille géné-
ratrice de E, alors Card(.%#) >
dim(E)




* D'apres ce qui précede :
P
2 _
E Ay =2m
k=1
Puisque 8 = max A et que 6 > 0, on a méme, que p=noup <n:
1<k<n

0 = max A
1<k<p

Ainsi, il existe kg € [1; n], que nous considérons ensuite, tel que 6 = Ay Dot :

p
0% + ZAf =2m
k=1

kKo

})

Or > /\f >0, dou :
k=1
k+ko

0> < 2m

Puis, par croissance de la fonction racine carrée sur R™ :
|0] < V2m

Or, d'apres le point précédent, 6 > 0, donc |6] = 6.
Conclusion : 6 < vV2m.

Conclusion : 0 < 6 < V2m.

13.c. Soit r € N* et xq, ..., x; des réels. Montrer que : Z 2x;x; < Z ()q2 +ij).

I<ijsr I<ij<r
2

r r
En déduire que in <r lez
i=1 i=1
e Ona:
Vi, j € [ (x —x)> =0
D'oti, en développant :
Vi, je 1], £ +X/2 —2xx, 20
Autrement dit :
Vi, je [T 2xx < Xj) + xf

En sommant pour (i, j) € [1; r]? licite car il s'agit d'une somme double finie, on obtient le résultat voulu.

Conclusion : Z 2xx; < Z (X7 + 7).

1<0j<i 1<0,j<r

e Ona:
r 2 r r
> xifRs 2 xR
i=1 i=1 j=1
r I
=) | %)
i=1 j=1 .
—— X Attention !
r r
{vxeR, Vi = x|
= XiX;
=1 j=1
= > XiX;
1<0,j<r J point précédent —— % Classique ! % —
Cette inégalité est trés classique :
< ! ’ ’ 2 2
) Z (X1+X/) Vx,y €R, 2xy <x“+y
ISiyjss Elle sert, entre autres, dans le
chapitre sur les couples de va-
Or: riables aléatoires pour démontrer
que si X et Y sont deux variables
E (X[Z + X/Z) = X(Z + g X/Z aléatoires admettant un moment
d'ordre 2, alors XY admet une
<ij< 1<i,j< <ij< e
IStss SR N espérance, et donc Cov(X, Y)
r r r r existent.
2
= xf + Xj
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Dol le résultat.

Conclusion : ( Z X;

13.d. En conclure que E(A) < 0 ++/(p — 1)(2m — 6).

Ona:
n
EA) =) |k
k=1 / que p=noup<n
P
-3l
k=1 / en considérant kg € [1;p] tel que O = Ay (car 6 > 0)
p
= |6 + Z ]
k=1 / 6>0
k+#ko
P
=0 + Z )\k
k=1
k+#kg
Ensuite :

e d'apres la question précédente :

p p
Y Il <p-1) Yl
k=1

k=1

k#kg k+#kg

D'ot, par croissance de la fonction racine carrée sur R™ :

p P
L2 L
> Il <V T I
k=1 k=1
k#ko keko
® puis :
P P
Y A=) e

k=1 k=1 / question 13.b.

Par conséquent :

p
S kb (p — H2m - 67)

D'ou le résultat.

Conclusion : E(A) < 04~/ (p < 1)(2m — 62).

14. » On admet qu'on peut choisir la matrice P de la question 12.a. de sorte que P~" = 'P. On pose Q = P.

X1 Y 4
Soit X = | | une matrice colonne appartenant a M, (R) et ¥ = QX =

Xn Yn
» On admet que si M est une matrice carrée appartenant a M, (R) et Z une matrice colonne appartenant ¢ M, 1(R)
alors (MZ) = "Z'M.
» Si U et V sont deux matrices colonnes appartenant ¢ M, 1(R), UV est une matrice carrée appartenant & M(R)
que lon identifie & son unique coefficient. Donc 'UV € R.

5 Pour info... —

La, pour le coup, cest le théo-
reme spectral dans sa version
compléete : st A est une matrice
symétrique a coefficients réels,
alors il existe P et D a coeffi-
clents réels telles que :

o P est inversible et P71 = P
(on dit que P est une matrice
orthogonale),

e D est diagonale,

o A=PDP"

14.a. Montrer que Q' = Q puis que A= '0DQ et 'YY = XX.
e Puisque Q =P et que P est inversible, la matrice Q est également inversible et :
O—W . (TP)—W

=P
. / P~ —tP-Q
)
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e Ensuite :

A= PDP
='0DQ

e Enfin:

Y = (0OX)0X
_ [X[QQX

— XX o

J P=i(pP)=QetP'=P=0

='Q, donc 'QQ = I,

Conclusion : Q7' =0, A="'0DQ et 'YY = XX.

14.b. Montrer que 'XAX = 'YDY = Ay,
k=1
On a, en débutant avec la question précédente :

XAX = X'ODOX

=YDy
A O\ [y
=(y1 - u) . :
(0) Ao/ \Yn
Ays
=(yr o wa) |
AnYn

n
=)_Mi
k=1

J Y = OX et doncd¥ = XIQ

n

Conclusion : XAX = 'YDY = Z/\kyf.

k=1

14.c. En remarquant Z y: =YY, en déduire que XAX < 8XX.
k=1
e On a bien:

Yn

e Ensuite :

* d'aprés la question précédente :
n

XAX =5 hyi

k=1

* d'apres la question 72
XX =YY

D'oti, d'apres le point précedent :

n

XAX S OXX = ) Ahyi<0) vy}
k=1

k=1

Mais on a :
Vke [1;n] A <6

D'oli, plisque podr tout k € [1;n], y; > 0 puis en sommant pour k € [1;n] :

Y AYi<0) yi
k=1 k=1

Ce qui prouve le résultat.
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Conclusion : XAX < 68X X.

15. Soit U la matrice colonne appartenant a M, 1(R) dont le i-eme coefficient vaut 1 si i n'est pas isolé et 0 sinon.
2m
15.a. Montrer que 'UAU = Z a;; = 2m. En déduire que — < 6.
e P
(1,/)6/2

uq

e Notons U = o |, avec:
UH
. ) 1 stiel
vietin], v = { 0  sinon
Ona:
ai aq n U1
UAA = (u1 u”) : : :
ana Anpn Un
Z (7]’/LI/
j=1
= (111 . u”)
=1
= u; Z agu;
i=1 j=1
:ZZG,‘/UI(// 1 y A4
i=1 j=1 J Vk e 1;n], u = «{ 0 ::non&
- as,
g ; ! J question 11.a.
=2m
Conclusion : 'UAU = Z ag; = 2m.
(i,j)el?
e D'apres la question précédente :
'UAU < 6'UU
Or:
* d'aprés le point précédent :
UAU = 2m
* et, en débutant par la question-13.c. :
(VRN 1 .
. o stk €
k=1 J Vk e [1;n], ug = «{ 0 <inon
.
kel
= Card(/) =p
Par conséquent :
2m < 0p
D'otr le résultat, puisque p > 0 (p = 2).
2
Conclusion : - <60
p
. 1 2 0
15.b. Etablir que : — < A/ i < — <1
vP P 2m
Puisque vV2m >0, on a :
1 2m 0 2m _ 2m
— < lé <1 ;§;<9<\/2m
p p V2m p p
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2
e dapreés la question 11.b. : - > 1, dol :
P

2m _ 2m
[ < [
P P

e d'apres la question précédente :

2m

0 <o
e dapres la question 13.b. :

0<V2m

Dot :

@éﬁéeévbﬂ
VP p

et le résultat voulu en découle, par équivalence.

V2m < ¢ <1
p V2m

1
Conclusion : — <

16.16.a. Ftudier la fonction F : x — x +~/(p — 1)(1 — x2) sur [0, 1].

e On sait que :
v/ la fonction x — (p — 1)(1 — x?) est dérivable sur [0; 1] et & valeurs dans R™ sur cet.intervalle,
v la fonction racine carrée est dérivable sur R™™.

Par conséquent, la fonction F est dérivable sur [0; 1].
e Soit x €[0;1]. On a:

/ 2p — )«
BNy g
N
P
o )] — (o — )«
I

Or /(p — 1)(—x?) > 0, donc :

Fix)20 e Vp—N)1—x)—(p—Tx>0

(P*1)(1*X2)>(P*1)X de la f R+, | 1>0 >0,d ( x>0
stricte crotssance de la fonction carrée sur R+, licite car p —1 > 0 et x > 0, donc (p — 1)x =
= (p=N1=x)=(p -1 J o
—1>
= 11— (p— 1 P
— px’ <1
1 J[J>0
2
— x° < —
p
. i<x<i A retenir... —
VP P j@O Vx €R':
_ 1 4 VX <x = x <X
ég X\ﬁ e x1—x) <0 = x> 1

1
Or p > 2, donc 7 < 1 et on obtient finalement le tableau de variations suivant :
D

X 0 i 1
NG
F'(x) + 0 - H

F \//ﬁ/ﬁ\1

16.b. En déduire que E(A) < V2mF

V2m o
T , Cest-a-dire que :

€A < 2+ o lp = Tzmpr = 2m) ()

D'aprés la question ?7? :
p—"1(2m —6?)
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O+~ (p—"102m—6%) = 0+\/(p1)2m (1 —

02
2m

= 6+V2m |(p—1) (1— (J%))

J 2m >0

Enfin, d'apres la question 15.b. :

— < < <
VP p V2m
1
D'ou, par décroissance de F sur [—; 1] :
p
s 2m S F ( 0 )
p 2m
D'oli le résultat, puisque vV2m > 0 et par transitivité.
V2
Conclusion : E(A) < V2mF )m )
f
17. On suppose dans cette question que A est la matrice d'adjacence d’'un graphe complet de sommets 1, ..., n donc
—1
= % et p=n.
17.a. Représenter la matrice A.
o 1 .1
. 1
Conclusion : A =
o
1 10

17.b.

17.c.

Montrer que —1 est une valeur propre de A et que le sous-espace propre associé est de dimension n — 1.
Ona:

11 1
1
rg(A+ 1) =rg "
1 1 ) toutes les colonnes sont égales a
1
1
! S F O
=\

Par conséquent, la'matrice A4/, n'est pas inversible et donc —1 est valeur propre de A.
Ensuite, par théoreme du rang :

dim (J\/l,m(R)) =rg(A+ /,) + dim ( ker(A + /,1))

Dol :
dim ( ker(A + /,,)) =n—1

Conclusion :—1 est valeur propre de A et l'espace propre associé est de dimension n — 1.

Etablir aussi que n — 1 est une valeur propre de A. En déduire que £(A) = 2(n — 1) et que l'inégalité (1) est

alors une éqalité.

1 1 1
=(—="1)]:|et

e Remarquons que A #+ 0,4 : donc n — 1 est valeur propre de A.
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v Rigueur !

Il'y a deux arguments : les co-
lonnes sont toutes identiques, et
non nulles | En détaillant ainsi,
on évite doublier un des deux
arguments et donc de perdre un
point...

— ¥ Astuce du chef ¥ —

e Si la somme des coefficients de
chaque ligne d'une matrice est
identique pour toutes les lignes,
alors cett19 valeur commune est

N
VP et est VP associé.

1

e Puisqu'une matrice et sa trans-
posée ont les mémes VP, on en
déduit que si la somme des coef-
ficients de chaque colonne d'une
matrice est identique pour toutes
les colonnes, alors cette valeur
commune est VP. Attention : pas

TS s
de VP évident par contre.




e Ensuite, on sait que la somme des dimensions des sous-espaces propres de A est inférieure ou égale a n.
Matis :
dim ( ker(A + /,7)) =n—1,; dim ( ker(A— (n — 1)/,,)) >
Ainsi, par saturation des dimensions, on a dim ( ker(A — (n — 1)/,1)) = 1 et A ne posséde aucune autre
valeur propre.

e Par conséquent, A est diagonalisable (car symétrique) et semblable a la matrice diag(—1; —1; ..., =1, n=1).
Dou :

EA=mn—=T)x|=14+1x(n-1)

=2(n—1)
e Ici, ona:
nn—1)
=n; m=—
P : >
Dot :
2 1 —1 1
oz (p—1)2m(p? —2m) = =1 + —/(n—=1)n(n —1)(n? — n(n — 1))
pp n n
1
=n—"14 —/n?(n—1)?
n
=2(n—1)

D'otr l'égalité dans (1).

» On note a = 121;2 |Ac| et B= max [Ac|- On note aussi d le degré maximal des sommets du graphe G(A).
<k<p <k<p

18. Ecrire une fonction Python degMax (A) qui renvoie le maximum des degrés des sommets du graphe G(A), celui-ci
étant donné par sa matrice d'adjacence sous la forme du tableau numpy A.
Ecrivons un programme qui renvoie donc le maximum des sommes des lignes de A.. Sans.se préoccuper de lefficacité
du programme :

import numpy as np

1
2
5l def degMax (A):

4 n,n=np.shape (4)

5 L=[np.sum(A[i,:]) for i in range(O,n)] #Liste contenant chaque degré
6 return max (L)

19.19.a. Montrer que pour tout j € {1, ..., p}, |Aj](a + B) > )\/2. + aB.
Soit j € [1;p]. On a:

Ailla + B) *)*/Z —ap = |Ala+ 4B - ‘/\/‘Z —ap
G(W *5) + 418 = ‘/\/12

- O(M/‘ *lg) + ‘/\/\(B— ‘)‘/‘)
- 7(7"(/3* V‘/‘) + \/\/\(B— ‘/\/‘)
(14 = a) (B —14)

>0

J par définition de et B: B — |4 = 0et |4 —a >0

Conclusion : pour‘tout j € {1, ..., p}|A)|(a + B) > /\f + aB.

2m + pap

19.b. En déduire que (a 4 B)E(A) = tr(A%) 4+ paPB, puis que E(A) > oy

On a établi en question précédente :
¥j € :p]. IAlla+B) =X +aB

Do, en sommant pour j € [1;p] :
p P

S hlla+B8) =D (A +ap)
j=1 j=1
Or :
e on a déjas

P P

> Wl@*p) = (a+B)) |A

=1 1 J question 13.a. : les valeurs propres éventuelles de p + 1 a n sont nulles

n

=(a+B)) |Al

j=1

= (a+ B)EA)
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Remarque

On pourrait bien entendu pro-
poser un programme effectuant
moins de calculs.. Mais ce n'est ni
demandé ni nécessaire.




P

p p
Y W+ap)=) X+) ap
j=1 j=1

j=1

J question 13.a.

n
=) 4 +paB
] J question 5.b.
j=
= tr(A%) + paB
J directement a partir de la premiére ligne et la question 13.b.
=2m+ pap

On a ainsi démontré :
(@ + BIE(A) > tr(A) + paB
ainst que
(a+ B)E(A) = 2m + paB

Et comme A possede au moins une valeur propre non nulle, on a 8 > 0 et donc, puisque @ = 0, onasa+p > 0.

2m+ pap

Conclusion : (a + B)E(A) = tr(A%) + paB et E(A) = .

. a+ bt
19.c. Soit a et b deux réels strictement positifs tels que a < b%. Ftudier les variations de ¢ : t —> e sur RT.

e La fonction ¢ est le quotient de deux fonctions dérivables sur R™ dont le déneminateur ne s‘annule pas
sur R* (car b > 0). Ainsi, ¢ est dérivable sur R*.
e SoitteR". Ona:

b(b + t) — (a + bt)

/(t) =
4y bt 1)

B b*—a

N (b + T)Z a < b®

>0 J

Conclusion : ¢ est croissante sur R™.
) L 2m
19.d. Montrer que 2m < pB“. En déduire que E(A) > B
e D'apres la question 15.b., on obtient :
0< QY < o <0
P P
Or:
VR . A« £ A
Dot :
0< B
Par transitivité, on a ainst :
0<,/ 2 <p
p
Puis, par croissance de la fonction carrée sur R™ :
2 < g
p
D'ot le résultat, puisque p >0 (p = 2).
Conclusion :2m < pp°.
e Ensuite, dapres la question précédente :
2m+ paB
EA) =2 ———
A a+p

2m'+pap % +aB

D
2 )
o+ B a+ B J en posant @ = - et b = B, on a bien, d'apres le point précédent : a < b*
= P
= pyla)
J @ est croissante sur R™ et a > 0, donc ¢(a) > ¢(0), puis p > 0
= py(0)
——
=7

D'oli le résultat, par transitivité.
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2
Conclusion : £(A) > %
X1
20. Soit X = | : | un vecteur propre pour une valeur propre A de A telle que |A| = .
Xn

20.a. Montrer que pour tout i € {1,...,n}, Blx| < d1r2_<x |x;].
S

Soit i € [1;n]. On sait que X est vecteur propre de A pour la valeur propre B, donc AX = BX.
La i-eme ligne de cette égalité matricielle donne :

n
E aix; = Bx;
j=1

D'ou, puisque B >0 :
Blxi| = |Bxi

n
E aijX;
j=1
n
< E alx;l
j=1

J inégalité triangulaire et : ¥j € [1;n], a;; >0

Or :
vie1;n].

Xj| < max [xgl
1<k<n

D'oti, puisque pour tout j & [1;n], a;; = 0 puis en sommant pour j € [1;n] :

n
Z a“/‘X/‘ < 121?2/7 ‘Xkl Z/ - 1”01‘/
pu <k

Enfin :

> ai; = deg(i)
j=1
<d

D'ou le résultat demandé, puisque max |xc| > 0 et par transitivité..
1<k<n

Conclusion : pour tout i € {1, ..., n}, Blx;| < d1r2a<x |X;].
NN
2 2
20.b. En conclure que E(A) > n > am (2).
d p—1
e x D'apres la question 77 :
2m
EA) = —
W=
2 2
* |l suffit alors de démontrer que o > %
Notons i Uindice’de [1;n] tel que x| = an/agx” |x;].

D'apres la question précédente, on a donc en particulier :
B max |x;| < d max |l
1<j<n 1<)<n

Or X sest un vecteur propre, donc X est non nul. Par conséquent : max [x;| # 0. Ainsi_max |x;[ > 0
1<jsn 1<jsn

et on obttent finalement :
B<d

Or B >0 (justifié en question ?7?), donc :
0<Bp<d
Ainsi; par-décroissance de la fonction inverse sur R™ et puisque 2m >0 :

2m 2m
— =

B~ d
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Conclusion : par transitivité, on a E(A) > VE
;

e Puisque G(A) est un graphe simple, chaque sommet non isolé est au maximum relié aux p — 1 autres
sommets non isolés.
Par conséquent, chaque degré est inférieur ou égal a p — 1.

Dot :
d<p-1
2 2
Conclusion : - > " .
d p—1
2 2
Conclusion : E(A) > o > " (2).
d p—1

20.c. Montrer que l'égalité dans (2) est réalisée pour la matrice A carrée appartenant a M, (R) associée au graphe
dont lunique arréte est {1,2}.
Dans ce cas, on a :

0 1 0 0
1 0 0
A= 0 0 m=1 p=2,; d=1

Ensuite :

e ( est valeur propre de A et, par théoréme du rang, l'espace propre-associé est de dimension n =2;

e en écrivant A+ /, et A—[,, on remarque que chacune est de rang n — 1'(deux colonnes colinéatires, puis
une famille échelonnée). Ainsi, —1 et 1 sont valeurs propres de A et/des espaces propres associés sont
chacun de dimension 1.

Par saturation des dimensions, A ne possede aucune autre valeur propre.
La matrice A est alors diagonalisable (car symétrique) et.semblable a la matrice diag(—1;1;0;...; 0).

Dot :
E(A) =2
Et on a ainsi : 2 2
£ — 2m,__ 2m
d p—1

Conclusion : pour un tel graphe, il y a égalités dans (2).

AIDE-MEMOIRE PYTHON

On suppose que l'on a exécuté import numpy as np, numpy.linalg as al en début de session.

e S{ T est un tableau numpy, np.shape(T) renvoie le nombre de lignes et le nombre de colonnes de T, dans cet
ordre, sous la forme d'un couple.

e np.zeros([p,ql) crée un tableau numpy a p lignes et g colonnes ne contenant que des 0.
e np.ones([p,ql) crée un tableau numpy a p lignes et g colonnes ne contenant que des 1.

e np.eye(p) crée un tableau numpy a p lignes et p colonnes ne contenant que des 1 sur sa diagonale et des 0
ailleurs.

e |afonction al.eigvals, appliquée a un tableau numpy représentant une matrice symétrique A, renvoie le tableau
des coefficients diagonaux d'une matrice diagonale semblable a A.
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