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Un problème intéressant mê-lant graphes et matrices. Unebonne connaissance du courssur les matrices était nécessaire(LE COURS, LE COURS, LECOURS).Sujet très calculatoire parailleurs, avec beaucoup de ma-nipulations d’inégalités.Quelques lourdeurs par endroits,dues à de nombreux résultatsintermédiaires fournis...Un sujet sur lequel s’entraînerpuisqu’il contient suffisammentde questions et méthodes clas-siques !

♥ L’avis du chef ! ♥On s’intéresse dans ce problème à l’énergie d’un graphe qui est définie à partir de l’énergie de sa matrice d’adjacence.L’énergie d’un graphe a été introduite en 1978 par Ivan Gutman. Ce n’est qu’à partir des années 2000 que des recherchesapprofondies sur cette notion ont été entreprises.Aujourd’hui plus de deux articles par semaine sont publiés sur l’énergie des graphes avec de nombreuses applicationsdans divers domaines scientifiques.
Les parties 2 et 3 sont indépendantes et un bref aide-mémoire Python se trouve en fin de sujet.Dans tout le problème n est un entier supérieur ou égal à 2.
On rappelle que la notation ∑

1⩽i,j⩽n

est analogue à la notation ∑
(i,j)∈J1,nK2 .Partie 1 - Énergie et trace d’une matrice Répartition des points de ba-rème :

• partie 1 : 19%
• partie 2 : 17%
• partie 3 : 64%Le 20/20 était à 60% des pointsde barème.

☞ Pour info...

1. Soit A une matrice carrée symétrique appartenant à Mn(R). Justifier l’existence d’une matrice carrée inversible Pappartenant à Mn(R) telle que P−1AP soit une matrice diagonale. Que peut-on dire des éléments diagonaux de
P−1AP ?Puisque A est symétrique à coefficients réels, elle est diagonalisable dans Mn(R). Il existe donc deux matrices
P, D ∈Mn(R) telles que :
• P est inversible,
• D est diagonale constituée des valeurs propres de A,
• A = PDP−1 , donc D = P−1AP .Par conséquent, P−1AP est diagonale et ses éléments diagonaux sont les valeurs propres de A.

▶ En notant λ1, . . . , λn les éléments diagonaux de P−1AP, on pose alors E (A) = n∑
k=1 |λk |, on nomme ce réel positif

l’énergie de A. On admet que cette somme ne dépend pas du choix de P.

2. Montrer que E (A) = 3 si A =  1 −1 −1
−1 0 0
−1 0 0

.
On pourrait s’attendre, de la partd’un tel sujet, à davantage de soindans la présentation des énoncés.A la formulation "montrer que... si ...", on préfère, de très loin,la formulation "montrer que si ...alors ...".

♥ L’avis du chef ! ♥

Supposons A =  1 −1 −1
−1 0 0
−1 0 0

. Déterminons ses valeurs propres afin de calculer son énergie.
Soit λ ∈ R. On a :

λ ∈ Sp(A) ⇐⇒ rg(A − λI3) < 3Or :
Le rang est invariant par opéra-tions élémentaires sur les ligneset sur les colonnes.

☞ Rappel...rg(A − λI3) =
L1 ↔ L2 rg1− λ −1 −1

−1 −λ 0
−1 0 −λ


=

L2 ← L2 + (1− λ)L1
L3 ← L3 − L1

rg −1 −λ 01− λ −1 −1
−1 0 −λ


=

C2 ← C2 + C3 rg−1 −λ 00 −1− λ + λ2 −10 λ −λ


= rg−1 −λ 00 −2− λ + λ2 −10 0 −λ


Or, la matrice −1 −λ 00 −2− λ + λ2 −10 0 −λ

 est triangulaire ; elle est donc non inversible si, et seulement si, elle
possède au moins un coefficient diagonal nul.Par conséquent :

On aurait également pu faireautrement en remarquant que :
• 0 est valeur propre de A, car An’est pas inversible...
• −1 est valeur propre de A,car la somme des coefficients dechaque ligne vaut −1 (et donc111
 est vecteur propre associé)

• pour trouver la dernière, onutilise le fait que A est diagona-lisable (car symétrique), donc ladernière VP s’obtient en utilisantque la somme des 3 VP égale lasomme des coefficients diagonauxde la matrice (on en reparle justeun peu plus loin...) : donc 2 estVP. Il reste à le démontrer parcontre (en exhibant un −→VP parexemple).

♣ Méthode !

λ ∈ Sp(A) ⇐⇒
 −2− λ + λ2 = 0ou
−λ = 0
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
λ = 1ou
λ = 2ou
λ = 0

D’où : Sp(A) = {−1; 0; 2}
Conclusion : E (A) = | − 1|+ |0 + |+ |2| = 3.

3. Écrire une fonction Python energie(A) qui renvoie l’énergie de la matrice symétrique représentée par le tableau
numpy A. Le sujet contient un aide-mémoire

Python, il est indispensabled’aller le lire à chaque question
Python !

Important !

Proposons le programme suivant :
1 import numpy as np
2 import numpy.linalg as al
3
4 def energie(A):
5 S=al.eigvals(A)
6 E=sum(np.abs(S))
7 return E

▶ Si A = (ai,j
)1⩽i,j⩽n est une matrice carrée appartenant à Mn(R), on définit la trace de A, notée tr(A) par :

tr(A) = n∑
i=1 ai,i

4. Notons A = (ai,j
)1⩽i,j⩽n et B = (bi,j

)1⩽i,j⩽n .
4.a. Montrer que : tr(AB) = n∑

i=1
 n∑

j=1 ai,jbj ,i

 = ∑
1⩽i,j⩽n

ai,jbj ,i .
Notons C = AB et posons C = (ci,j )i,j∈J1;nK . Par définition de la multiplication matricielle, on a :

∀i, j ∈ J1; nK, ci,j = n∑
k=1 ai,kbk,j

Par conséquent :
tr(AB) = tr(C )

= n∑
i=1 ci,i

= n∑
i=1

n∑
k=1 ai,kbk,i

= ∑
1⩽i,k⩽n

ai,kbk,i

Conclusion : tr(AB) = n∑
i=1
 n∑

j=1 ai,jbj ,i

 = ∑
1⩽i,j⩽n

ai,jbj ,i .
4.b. En déduire que : tr(AB) = tr(BA) et tr(tAA) = ∑

1⩽i,j⩽n

a2
i,j . Que peut-on dire de A si tr(tAA) = 0 ?

• Notons D = BA et posons D = (di,j )i,j∈J1;nK . Par définition de la multiplication matricielle, on a :
∀i, j ∈ J1; nK, di,j = n∑

k=1 bi,kak,j

Comme en question précédente,j’ai choisi de nommer le produit
BA : la raison est pédagogique.On peut faire sans, mais il estpeut-être plus simple de se repé-rer en faisant avec...

Remarque

Par conséquent :
tr(BA) = tr(D)

= n∑
i=1 di,i

= n∑
i=1

n∑
k=1 bi,kak,i
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re= ∑
1⩽i,k⩽n

bi,kak,i

= n∑
k=1

n∑
i=1 ak,ibi,k les indices des sommes sont muets

= n∑
i=1

n∑
k=1 ai,kbk,i question précédente= tr(AB)

Conclusion : tr(AB) = tr(BA).
• Prenons B = tA. Dans ce cas :

∀i, j ∈ J1; nK, bi,j = aj ,iD’où, d’après la question précédente : tr(AtA) = ∑
1⩽i,j⩽n

a2
i,j

Et comme, d’après le point précédent, on a tr(tAA) = tr(AtA), on obtient le résultat voulu.
Conclusion : tr(tAA) = ∑

1⩽i,j⩽n

a2
i,j .

• Supposons tr(tAA) = 0.Ainsi, d’après le point précédent : ∑
1⩽i,j⩽n

a2
i,j = 0

Or :
✓ ∀i, j ∈ J1; nK, a2

i,j ⩾ 0
✓ une somme de termes positifs est nulle si, et seulement si, tous ses termes sont nuls.Par conséquent :

∀i ∈ J1; nK, a2
i,j = 0et donc :

∀i ∈ J1; nK, ai,j = 0
Conclusion : si tr(tAA) = 0, alors A = 0n . La réciproque est trivialementvraie...

Remarque

4.c. Si A et B sont semblables, montrer que tr(A) = tr(B).Supposons que A et B sont semblables.Il existe alors une matrice P ∈Mn(R) inversible, que nous considérons ensuite, telle que A = PBP−1 . Ainsi :
tr(A) = tr((PB)P−1) premier point de la question précédente= tr(P−1(PB))= tr(B)

Conclusion : si A et B sont semblables, alors tr(A) = tr(B).

Toutes les questions de cettequestion 4. sont classiques et àsavoir refaire. En appro, la traced’une matrice est au programmeet donc ces questions ne sont quedes questions de cours. En appli,elles permettent d’évaluer lescandidats et candidats sur leurbonne connaissance du cours surles matrices.

⋆ Classique ! ⋆

5. Dans cette question A = (ai,j
)1⩽i,j⩽n est symétrique et on utilise les notations de la question 1.

5.a. Montrer que ∣∣tr(A)∣∣ ⩽ E (A).Puisque A est symétrique, elle est diagonalisable, donc semblable à une matrice diagonale D, où les élémentsdiagonaux de D sont λ1, ..., λn . Ainsi, d’après la question précédente tr(A) = tr(D). D’où :∣∣tr(A)∣∣ = ∣∣tr(D)∣∣ définition de la trace= ∣∣∣∣∣ n∑
i=1 λi

∣∣∣∣∣ inégalité triangulaire
⩽

n∑
i=1 |λi|︸ ︷︷ ︸=E (A)

Conclusion :
∣∣tr(A)∣∣ ⩽ E (A).
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re5.b. Justifier que tr(A2) = n∑
k=1 λ2

k .
tr(A2) = tr((PDP−1)2)= tr(PDP−1PDP−1)

= tr(PD2P−1) question 4.c.= tr(D2)
D = diag(λ1, ..., λn), donc D2 = diag(λ21, ..., λ2

n)= n∑
k=1 λ2

k

Conclusion : tr(A2) = n∑
k=1 λ2

k .
6. Dans la console Python, on obtient :

>>> energie (3*np.eye(3)-np.ones ([3 ,3]))
6.0

6.a. Déterminer quelle est la matrice A associée au tableau 3*np.eye(3)-np.ones([3,3]).
La commande 3*np.eye(3)-np.ones([3,3]) désigne la matrice 3 0 00 3 00 0 3

−1 1 11 1 11 1 1
.

Conclusion : A =  2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

.
6.b. En calculant tr(A), tr(A2) et en déterminant une valeur propre de A, expliciter son spectre et retrouver sonénergie.

• tr(A) = 6,
• on trouve A2 =  6 −3 −3

−3 6 −33 −3 6
, donc tr(A2) = 18,

• on remarque que A

111
 = 000

, avec 111
, donc 0 est valeur propre de A.

Par définition du produit matri-
ciel, aC1 + bC2 + cC3 = A

a
b
c

,
où C1, C2, C3 sont les colonnesde A. Or, ici, on remarque que
C1 + C2 + C3 = 03,1 ...

À retenir...

Puisque A est symétrique, elle est diagonalisable. On sait déjà que 0 est valeur propre de A, donc est uncoefficient diagonal de D. Notons λ et µ les deux autres coefficients diagonaux de D.

L’énoncé mentionne clairementqu’il faut utiliser tr(A), tr(A2) etla VP déjà trouvée. Aucun pointne serait attribué pour la mise enplace d’une méthode n’utilisantpas ces informations.

Important !

D’après les questions 5.b. et ce qui a été fait en question 5.a. :
tr(A) = 0 + λ + µ ; tr(A2) = 02 + λ2 + µ2

Mais tr(A) = 6 et tr(A2) = 18 et :{ tr(A) = 6tr(A2) = 18 ⇐⇒
{

λ + µ = 6
λ2 + µ2 = 18

⇐⇒
{

λ = 6− µ(6− µ)2 + µ2 = 18
⇐⇒

{
λ = 6− µ2µ2 − 12µ + 18 = 0

⇐⇒
{

λ = 6− µ
µ2 − 6µ + 9 = 0

⇐⇒
{

λ = 6− µ(µ − 3)2 = 0
⇐⇒

{
λ = 3
µ = 3

Par conséquent, les coefficients diagonaux de D sont 0, 3 et 3.
Conclusion : Sp(A) = {0; 3} et donc E (A) = 6 (on retrouve l’énergie fournie par la commande Python audébut de la question 6.). L’énergie est la somme des va-leurs absolues des VP, comptées

avec leur multiplicité !
✘ Attention !
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• Soit U = (

u v
v w

) une matrice carrée appartenant à M2(R) symétrique et A une matrice carrée appartenant à
Mn(R) symétrique.On définit U⋆A la matrice carrée appartenant àM2n(R) que l’on peut naturellement représenter ainsi (uA vA

vA wA

)
(écriture par blocs).

• Par exemple, si U = (2 11 0) et A = 0 1 11 0 01 0 0
, alors U ⋆ A = (2A A

A 03
) par blocs d’où U ⋆ A =

0 2 2 0 1 12 0 0 1 0 02 0 0 1 0 00 1 1 0 0 01 0 0 0 0 01 0 0 0 0 0

 (03 désigne la matrice nulle de M3(R).

• Si X est une matrice colonne appartenant à M2n,1(R), X =
 x1...

x2n

, on écrira X = (
X1
X2
) avec X1 =

x1...
xn

 et
X2 =

xn+1...
x2n

.
On admet qu’alors la matrice colonne (U ⋆ A) X de M2n,1 est égale à (uAX1 + vAX2

vAX1 + wAX2
).

7. 7.a. Écrire une fonction Python prod2K(u,v,w,A) qui étant donné U = (u v
v w

) et A représentée par un tableau
numpy, renvoie U ⋆ A sous la forme d’un tableau numpy. Proposons le programme suivant :

1 import numpy as np
2 import numpy.linalg as al
3
4 def prod2K(u,v,w,A):
5 n,n=np.shape(A)
6 M=np.zeros ([2*n,2*n])
7 M[0:n,0:n]=u*A
8 M[0:n,n:2*n]=v*A
9 M[n:2*n,0:n]=v*A

10 M[n:2*n,n:2*n]=w*A
11 return M

• Les tableau numpy sont numé-rotés comme les listes : à partirde 0 !
• La commande M[i,j] renvoiele coefficient (i, j) du tableau M.
• La commande M[:,j] renvoie,sous forme de tableau, la j-ièmecolonne du tableau M.
• La commande M[a:b,j] ren-voie, sous forme de tableau, lescoefficients a à b− 1 de la j-ièmeligne du tableau M.

☞ Rappels...

On peut également proposer le programme suivant :
1 import numpy as np
2 import numpy.linalg as al
3
4 def prod2K(u,v,w,A):
5 n,n=np.shape(A)
6 M=np.zeros ([2*n,2*n])
7 for i in range(n):
8 for j in range(n):
9 M[i,j]=u*A[i,j]

10 M[i,j+n]=v*A[i,j]
11 M[i+n,j]=v*A[i,j]
12 M[i+n,j+n]=w*A[i,j]
13 return M

7.b. Compléter le code suivant s’affichant dans la console Python :
>>> prod2K (... , -1 ,... ,...)
array ([[-2., 1., 2., -1.],

[ 1., -2., -1., 2.],
[ 2., -1., -4., 2.],
[-1., 2., 2., -4.]])
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8. Soit (a

b

) un vecteur propre de U pour la valeur propre γ et X un vecteur propre de A pour µ. On pose Y = (aX
bX

). Pour davantage de cohérence, j’aichoisi de changer de lettre pourdésigner la VP associée à (a
b

).Il était écrit λ dans l’énoncé ;alors qu’en question 9., on choisitplutôt γ ...

Remarque

8.a. Établir l’égalité : (U ⋆ A)Y = µ
((ua + vb)X(va + wb)X).

En notant Y = (Y1
Y2
), d’après l’énoncé :

(U ⋆ A)Y = (uAY1 + vAY2
vAY1 + wAY2

)
Y1 = aX et Y2 = bX= (uaAX + vbAX

vaAX + wbAX

)
X est vecteur propre de A pour la valeur propre µ, donc AX = µX= (uaµX + vbµX

vaµX + wbµX

)
= µ

((ua + vb)X(va + wb)X)

Conclusion : (U ⋆ A)Y = µ
((ua + vb)X(va + wb)X).

8.b. Montrer que Y est un vecteur propre de U ⋆ A et préciser pour quelle valeur propre.
Pour montrer que Z est −→VP d’unematrice M , il faut :
• montrer que Z ̸= 0,
• montrer l’existence d’un réel αtel que MZ = αZ .

♣ Méthode !
• Puisque X est vecteur propre de A, X ̸= 0n,1 .Et puisque (a

b

) est vecteur propre de U , (a
b

)
̸= 02,1 , donc a ̸= 0 ou b ̸= 0.Par conséquent :

aX ̸= 0n,1 ou bX ̸= 0n,1D’où :
Y ̸= 02n,1

• On sait que (a
b

) est vecteur propre de U pour la valeur propre γ . D’où :
U
(

a
b

) = γ
(

a
b

)
Autrement dit : (

ua + vb
va + wb

) = (γa
γb

)
Ainsi, d’après la question précédente :

(U ⋆ A)Y = µ
(

γaX
γbY

)
Autrement dit : (U ⋆ A)Y = µγY

Conclusion : Y est un vecteur propre de U ⋆ A associé à la valeur propre γµ.
9. 9.a. Justifier l’existence d’une base ((a

b

)
,
(

c
d

)) de M2,1(R) et d’une base (X1, ..., Xn) de Mn,1(R) formées devecteurs propres de U et de A respectivement.
• Puisque U est symétrique à coefficients réels, elle est diagonalisable. Il existe donc une base deM2,1(R)formée de vecteurs propres de U .
• Puisque A est symétrique à coefficients réels, elle est diagonalisable. Il existe donc une base de Mn,1(R)formée de vecteurs propres de A.

▶ On note γ1 et γ2 les valeurs propres associées à
(

a
b

)
et
(

c
d

)
respectivement et µ1, ..., µn celles associées à

X1, . . . , Xn respectivement.On pose, pour tout i ∈ J1, nK, Yi = (aXi
bXi

) et Zi = (cXi
dXi

).
9.b. Montrer que la famille (Y1, Z1, ..., Yn, Zn) est libre.Soient α1, ..., αn, β1, ...βn ∈ R. Supposons α1Y1 + β1Z1 + .... + αnYn + βnZn = 02n,1 .On a :

α1Y1 + β1Z1 + .... + αnYn + βnZn = 02n,1 ⇐⇒


n∑
i=1 (aαiXi + cβiXi) = 0n,1
n∑

i=1 (bαiXi + dβiXi) = 0n,1
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
n∑

i=1 (aαi + cβi)Xi = 0n,1
n∑

i=1 (bαi + dβi)Xi = 0n,1 la famille (X1, ..., Xn) est libre dans Mn,1(R) (car une base)
=⇒ {

∀i ∈ J1; nK, aαi + cβi = 0
∀i ∈ J1; nK, bαi + dβi = 0

=⇒ ∀i ∈ J1; nK, αi

(
a
b

)+ βi

(
c
d

) = 02,1 la famille ((a
b

)
,
(

c
d

)) est libre dans M2,1(R) (car une base)=⇒ ∀i ∈ J1; nK, αi = βi = 0
Conclusion : la famille (Y1, Z1, ..., Yn, Zn) est libre.

9.c. En déduire que U⋆A est semblable à la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont γ1µ1, γ2µ1, ..., γ1µn, γ2µn .
• D’une part, la famille (Y1, Z1, ..., Yn, Zn) est une famille de M2n,1(R) qui est :

✓ libre d’après la question précédente,
✓ de cardinal 2n égal à dim (M2n,1(R)).

Conclusion : la famille (Y1, Z1, ..., Yn, Zn) est une base de M2n,1(R).
• D’autre part, on sait que :

✓

(
a
b

) est vecteur propre de U associé à la valeur propre γ1 ,
✓ pour tout i ∈ J1; nK, Xi est vecteur propre de A associé à la valeur propre µi ,
✓ pour tout i ∈ J1; nK, Yi = (aXi

bXi

).
Ainsi, d’après la question 8.b., pour tout i ∈ J1; nK, Yi est vecteur propre de U ⋆ A associé à la valeurpropre γ1µi .De la même façon, pour tout i ∈ J1; nK, Zi est vecteur propre de U ⋆ A associé à la valeur propre γ2µi .Par conséquent, il existe une base de M2n,1(R) constituée de vecteurs propres de U ⋆ A ; donc U ⋆ A estdiagonalisable.

Conclusion : U ⋆ A est semblable à la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurspropres associées aux vecteurs propres de la base exhibée, c’est-à-dire les réels γ1µ1, γ2µ1, ..., γ1µn, γ2µn .
9.d. En conclure que E (U ⋆ A) = E (U) × E (A).Par définition de l’énergie d’une matrice :

E (U ⋆ A) = n∑
i=1 |γ1µi|+ n∑

i=1 |γ2µi| ; E (U) = |γ1|+ |γ2| ; E (A) = n∑
i=1 |µi|

D’où :
E (U) × E (A) = (|γ1|+ |γ2|) n∑

i=1 |µi|

= |γ1|
n∑

i=1 |µi|+ |γ2|
n∑

i=1 |µi|

= n∑
i=1 |γ1µi|+ n∑

i=1 |γ2µi|

= E (U ⋆ A)
Conclusion : E (U ⋆ A) = E (U) × E (A).

10. Un exemple. On considère un graphe Gn non orienté et sans boucle, dont les sommets sont 1, ..., n et l’ensemble desarêtes est noté An . On définit le graphe G2n dont les sommets sont 1, ..., 2n et les arêtes sont celles de Gn ainsique, pour toute arête {i, j} ∈ An , les arêtes {i + n, j} et {i, j + n}.Voici un exemple de représentation de G4 et G8 :
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re1

2 3

4

1

2 3

4

5
6 7

8

On note An et A2n les matrices d’adjacence de Gn et G2n .
10.a. Déterminer U telle que A2n = U ⋆ An .Puisque Gn et G2n sont d’ordre n et 2n respectivement, on a :

An ∈Mn(R) ; A2n ∈M2n(R)Considérons B1, B2, B3, B4 ∈Mn(R) telles que :
A2n = (B1 B2

B3 B4
) (écriture pas blocs)

Ensuite :
• puisque les arêtes de Gn sont des arêtes de G2n et qu’aucune autre arête entre les sommets 1, ..., n n’estajoutée, on a déjà :

B1 = An

• on sait que, pour tous i, j ∈ J1; nK, {i, j + n} est une arête de G2n si, et seulement si, {i, j} est une arêtede Gn , donc :
B2 = An

• on sait que, pour tous i, j ∈ J1; nK, {i + n, j} est une arête de G2n si, et seulement si, {i, j} est une arêtede Gn , donc :
B3 = An

• aucune arête n’est créée entre les sommets n + 1, ..., 2n, donc :
B4 = 0n

D’où :
A2n = (An An

An 0n

)
= (1 11 0) ⋆ An

Conclusion : U = (1 11 0) de sorte que A2n = U ⋆ An .
10.b. En déduire que E (A2n) = √5E (An).Commençons par remarquer que les matrices An et A2n sont symétriques, comme matrices d’adjacence de graphesnon orientés ; et que U est également symétrique. Le contexte de l’énoncé est donc respecté. De façon assez surprenante, leproduit de Kronecker et l’énergied’une matrice n’ont été définis quepour des matrices symétriques...

Pourquoi ?

• On sait que A2n = U ⋆ An , où U = (1 11 0) ; donc, d’après la question 9.d. :
E (A2n) = E (U) × E (An)

• Déterminons les valeurs propres de U .Soit λ ∈ R. On a :
λ ∈ Sp(U) ⇐⇒ ((1− λ 11 −λ

) n’est pas inversible)
⇐⇒ det((1− λ 11 −λ

)) = 0
⇐⇒ −λ(1− λ)− 1 = 0
⇐⇒ λ2 − λ − 1 = 0
⇐⇒


λ = 1−√52ou
λ = 1 +√52
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reD’où : Sp(U) = {1−√52 ; 1 +√52
}

Par conséquent :
E (U) = ∣∣∣∣∣ 1−

√52
∣∣∣∣∣ + ∣∣∣∣∣ 1 +√52

∣∣∣∣∣ 1−√52 < 0
= −1−√52 + 1 +√52= √5

Conclusion : E (A2n) = √5E (An).

Partie 3 - Encadrement de l’énergie d’une matrice d’adja-cence
Soit m, n et p des entiers tels que m ⩾ 1 et n ⩾ p ⩾ 2.On suppose dans cette partie de A = (ai,j )1⩽i,j⩽n est la matrice d’adjacence d’un graphe G(A), non orienté, sans boucle,à n sommets 1, ..., n, à m arêtes et n − p sommets isolés, c’est-à-dire de degré 0.On note (E1, ..., En) la base canonique de Mn,1(R) et I l’ensemble des sommets non isolés de G(A).

11. 11.a. Montrer que ∑
1⩽i,j⩽n

ai,j = ∑
(i,j)∈I2

ai,j = 2m.
• On a : ∑

1⩽i,j⩽n

ai,j = ∑
(i,j)∈I2

ai,j + ∑
(i,j)̸∈I2

ai,j

Soit (i, j) ∈ I2 . Dans ce cas, les sommets i et j sont isolés ; donc il n’y a aucune arête les reliant tous lesdeux et ainsi : ai,j = 0.Ainsi : ∑
(i,j)̸∈I2

ai,j = 0

Il se peut que ai,j = 0, mêmesi (i, j) ∈ I2 . Il n’y a qu’uneimplication :(i, j) ̸∈ I2 =⇒ ai,j = 0Il est possible que a1,2 = 0 sansque les sommets 1 et 2 soientisolés...

✘ Attention !

Conclusion :
∑

1⩽i,j⩽n

ai,j = ∑
(i,j)∈I2

ai,j .
• Ensuite, d’après la formule d’Euler, puisque le graphe G(A) est non orienté :

n∑
i=1 deg(i) = 2m

Or :
∀i ∈ J1; nK, deg(i) = n∑

j=1 ai,j

Par conséquent : ∑
1⩽i,j⩽n

ai,j = 2m

Conclusion :
∑

1⩽i,j⩽n

ai,j = ∑
(i,j)∈I2

ai,j = 2m.
11.b. Établir que : 1 ⩽

2m
p ⩽ p − 1.Commençons déjà par remarquer que p est le nombre de sommets non isolés ; autrement dit :

p = Card(I)
Ensuite :
• d’après la question précédente : ∑

(i,j)∈I2
ai,j = 2m

Vue la structure des questions, ilest normal de déduire le résultatvoulu de la question précédente...
Important !Mais :∑

(i,j)∈I2
ai,j = ∑

(i,j)∈I2
i̸=j

ai,j + ∑
(i,j)∈I2

i=j

ai,j
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re= ∑
(i,j)∈I2

i̸=j

ai,j +∑
i∈I

ai,i
G(A) est sans boucle, donc : ∀i ∈ J1; nK, ai,i = 0

= ∑
(i,j)∈I2

i̸=j

ai,j
en supposant le graphe sans arête multiple : ∀(i, j) ∈ J1; nK2, ai,j ⩽ 1

⩽
∑

(i,j)∈I2
i̸=j

1 Il manquait l’hypothèse "sansarête multiple" pour le graphe
G(A). Il fallait donc considérerque G(A) est un graphe simple(sans boucle ni arête multiple).L’inégalité demandée est faussesinon : il suffit de considérer ungraphe d’ordre 3 contenant 5arêtes entre les sommets 1 et 2.On aurait alors p = 2 et m = 5...

✘ Attention !

Or : ∑
(i,j)∈I2

i̸=j

1 = Card ({(i, j) ∈ I2 / i ̸= j
})

= Card(I2)− Card(I)= p2 − pPar conséquent : 2m ⩽ p2 − p
Conclusion : puisque p > 0 (car p ⩾ 2), on obtient :2m

p ⩽ p − 1
• d’après la question précédente : ∑

(i,j)∈I2
ai,j = 2m

Mais :∑
(i,j)∈I2

ai,j = ∑
i∈I

∑
j∈I

ai,j pour tout i ∈ I , i est non isolé, donc il existe au moins un j tel que ai,j = 1 et ainsi n∑
j=1 ai,j ⩾ 1

⩾
∑
i∈I

1
Or ∑

i∈I

1 = Card(I) = p

Par conséquent : 2m ⩾ p
Conclusion : puisque p > 0 (car p ⩾ 2), on obtient :2m

p ⩾ 1
Conclusion : 1 ⩽

2m
p ⩽ p − 1.

Autre méthode...

Remarquons que
2m
p =

n∑
i=1 deg(i)

p

=
∑
i∈I

deg(i)
p

Ainsi, 2m
p est le degré moyen des sommets de I .Or, chaque sommet de I est :

• non isolé, donc de degré au moins 1 ;
• relié au plus aux p − 1 autres sommets non isolés et donc, en supposant que le graphe est sans arêtemultiple, est de degré au plus p − 1.Par conséquent, chaque sommet non isolé est de degré compris entre 1 et p − 1. Ainsi, la moyenne des degrés dessommets non isolés est également comprise entre 1 et p − 1.

Conclusion : 1 ⩽
2m
p ⩽ p − 1.

12. 12.a. Justifier qu’il existe une matrice carrée inversible P appartenant à Mn(R) telle que P−1AP soit une matricediagonale différente de la matrice nulle.
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re• Puisque G(A) est non orienté, sa matrice d’adjacence A est symétrique.Par conséquent, A est diagonalisable. Il existe donc deux matrices P, D ∈Mn(R) telles que :
✱ P est inversible,

✱ D est diagonale constituée des valeurs propres de A,
✱ A = PDP−1 , donc D = P−1AP .Par conséquent, P−1AP est diagonale.

• Si P−1AP était nulle, alors on aurait PP−1APP−1 qui serait également nulle ; autrement dit, A seraitnulle et donc G(A) n’aurait que des sommets isolés : absurde car p ⩾ 2.
Conclusion : il existe une matrice carrée inversible P appartenant à Mn(R) telle que P−1AP soit unematrice diagonale différente de la matrice nulle.

▶ Dans la suite, on note D cette matrice diagonale.
12.b. En déduire que tr(D) = 0, tr(D2) = ∑

1⩽i,j⩽n

a2
i,j = 2m.

• Puisque A et D sont semblables, en débutant avec la question 4.c. :
tr(D) = tr(A)

= n∑
i=1 ai,i

G(A) est sans boucle, donc : ∀i ∈ J1; nK, ai,i = 0= 0
Conclusion : tr(D) = 0.

• Ensuite :
D2 = (P−1AP)2= P−1APP−1AP= P−1A2P

Donc D2 et A2 sont semblables et ainsi, en débutant avec la question 4.c. :
tr(D2) = tr(A2)

G(A) est non orienté, donc A est symétrique, d’où : tA = A= tr(tAA) question 4.b.= ∑
1⩽i,j⩽n

a2
i,j pour tous i, j ∈ J1; nK, ai,j = 0, donc a2

i,j = ai,j= ∑
1⩽i,j⩽n

ai,j question 11.a.= 2m

Conclusion : tr(D2) = ∑
1⩽i,j⩽n

a2
i,j = 2m.

▶ On suppose dans la suite que P est telle que les éléments diagonaux de D, λ1, ..., λn vérifient : |λ1| ⩾ ... ⩾ |λn|.
On pose θ = max1⩽k⩽n

λk .
13. 13.a. Soit k un sommet isolé. Montrer que Ek ∈ ker(A).En déduire que dim ( ker(A)) ⩾ n − p puis que, si p < n, alors λp+1 = ... = λn = 0.

• Par définition du produit matriciel, la matrice AEk est égale à la k-ième colonne de la matrice A. Autrementdit :
AEk =

a1,k...
an,k


Or le sommet k est isolé, donc :

∀i ∈ J1; nK, ai,k = 0Par conséquent :
AEk = 0n,1

Conclusion : Ek ∈ ker(A).
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re• D’après le point précédent :
∀k ̸∈ I, Ek ∈ ker(A)Par conséquent, la famille (Ek )k ̸∈I est une famille de ker(A) qui est libre, comme sous-famille d’une famillelibre (sous-famille de la base canonique de Mn,1(R)).D’où : dim ( ker(A)) ⩾ Card((Ek )k ̸∈I

)

Soit E un EV de dimension finie.
• Si F est une famille libre de
E , alors Card(F ) ⩽ dim(E )
• Si F est une famille géné-ratrice de E , alors Card(F ) ⩾dim(E )

☞ Rappels...

Or :
Card((Ek )k ̸∈I

) = n − Card(I)= n − p

Conclusion : dim ( ker(A)) ⩾ n − p.
• Supposons p < n.D’après ce qui précède : dim ( ker(A)) ⩾ n − p > 0Par conséquent, 0 est valeur propre de A et l’espace propre associé est de dimension au moins n − p.Ainsi, la valeur propre 0 apparaît au moins n − p fois dans les coefficients diagonaux de D.Puisque ces coefficients diagonaux sont rangés dans l’ordre croissant de leur valeur absolue, on en déduitque les (au moins) n − p derniers sont nuls. D’où le résultat. On est peut-être un peu à lalimite du programme avec cesarguments...

Remarque

Conclusion : si p < n, alors λp+1 = ... = λn = 0.
13.b. Montrer que p∑

k=1 λ2
k = 2m puis que 0 < θ ⩽

√2m.
• Puisque D = diag(λ1, ..., λn), on a D2 = diag(λ21, ..., λ2

n) et donc :
tr(D2) = n∑

i=1 λ2
i

Distinguons ensuite deux cas :

✱ si p = n :
tr(D2) = p∑

i=1 λ2
i

✱ si p < n :
tr(D2) = p∑

i=1 λ2
i + ∑

i=p+1 λ2
i question précédente : ∀i ⩾ p + 1, λi = 0

= p∑
i=1 λ2

i

Dans les deux cas : tr(D2) = p∑
i=1 λ2

i

Or, d’après la question 12.b. : tr(D2) = 2m

Conclusion :
p∑

k=1 λ2
k = 2m.

• ✱ Raisonnons par l’absurde et supposons que θ ⩽ 0.Puisque θ = max1⩽k⩽n
λk , on obtient dans ce cas :

∀k ∈ J1; nK, λk ⩽ 0
Or, d’après la question 12.a., D n’est pas la matrice nulle. Il existe au moins un des réels λ1, ..., λnqui soit non nul, et donc strictement négatif.Par conséquent :

n∑
k=1 λk < 0

Autrement dit : tr(D) < 0 : absurde d’après la question 12.b.
Conclusion : θ > 0.
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re✱ D’après ce qui précède :
p∑

k=1 λ2
k = 2m

Puisque θ = max1⩽k⩽n
λk et que θ > 0, on a même, que p = n ou p < n :

θ = max1⩽k⩽p
λk

Ainsi, il existe k0 ∈ J1; nK, que nous considérons ensuite, tel que θ = λk0 . D’où :
θ2 + p∑

k=1
k ̸=k0

λ2
k = 2m

Or p∑
k=1
k ̸=k0

λ2
k ⩾ 0, d’où :

θ2 ⩽ 2mPuis, par croissance de la fonction racine carrée sur R+ :
|θ| ⩽

√2m

∀x ∈ R,
√

x2 = |x|✘ Attention !

Or, d’après le point précédent, θ > 0, donc |θ| = θ.
Conclusion : θ ⩽

√2m.
Conclusion : 0 < θ ⩽

√2m.
13.c. Soit r ∈ N⋆ et x1, ..., xr des réels. Montrer que : ∑

1⩽i,j⩽r

2xixj ⩽
∑

1⩽i,j⩽r

(
x2

i + x2
j
).

En déduire que ( r∑
i=1 xi

)2
⩽ r

( r∑
i=1 x2

i

).
• On a :

∀i, j ∈ J1; rK, (xi − xj )2 ⩾ 0D’où, en développant :
∀i, j ∈ J1; rK, x2

i + x2
j − 2xixj ⩾ 0Autrement dit :

∀i, j ∈ J1; rK, 2xixj ⩽ x2
i + x2

j

Cette inégalité est très classique :
∀x, y ∈ R, 2xy ⩽ x2 + y2

Elle sert, entre autres, dans lechapitre sur les couples de va-riables aléatoires pour démontrerque si X et Y sont deux variablesaléatoires admettant un momentd’ordre 2, alors XY admet uneespérance, et donc Cov(X, Y )existent.

⋆ Classique ! ⋆

En sommant pour (i, j) ∈ J1; rK2 , licite car il s’agit d’une somme double finie, on obtient le résultat voulu.
Conclusion :

∑
1⩽i,j⩽r

2xixj ⩽
∑

1⩽i,j⩽r

(
x2

i + x2
j
).

• On a :
Je détaille ces premières lignespour celles et ceux qui ne sontpas habitués, mais ce n’est pasnécessaire, on peut passer direc-tement à la quatrième étape ducalcul.

Remarque( r∑
i=1 xi

)2 = ( r∑
i=1 xi

) r∑
j=1 xj


= r∑

i=1
xi

r∑
j=1 xj


= r∑

i=1
r∑

j=1 xixj

= ∑
1⩽i,j⩽r

xixj point précédent
⩽

12 ∑
1⩽i,j⩽r

(
x2

i + x2
j
)

Or : ∑
1⩽i,j⩽r

(
x2

i + x2
j
) = ∑

1⩽i,j⩽r

x2
i + ∑

1⩽i,j⩽r

x2
j

= r∑
j=1
( r∑

i=1 x2
i

)+ r∑
i=1
 r∑

j=1 x2
j


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re= r
( r∑

i=1 x2
i

)+ r

 r∑
j=1 x2

j


= 2r

( r∑
i=1 x2

i

)
D’où le résultat.
Conclusion :

( r∑
i=1 xi

)2
⩽ r

( r∑
i=1 x2

i

).
13.d. En conclure que E (A) ⩽ θ +√(p − 1)(2m− θ2).On a :

E (A) = n∑
k=1 |λk | que p = n ou p < n

= p∑
k=1 |λk | en considérant k0 ∈ J1; pK tel que θ = λk0 (car θ > 0)

= |θ|+ p∑
k=1
k ̸=k0
|λk |

θ > 0
= θ + p∑

k=1
k ̸=k0
|λk |

Ensuite :
• d’après la question précédente :  p∑

k=1
k ̸=k0
|λk |

 ⩽ (p − 1) p∑
k=1
k ̸=k0
|λk |2

D’où, par croissance de la fonction racine carrée sur R+ :
p∑

k=1
k ̸=k0
|λk |2 ⩽√p − 1√√√√√ p∑

k=1
k ̸=k0
|λk |2

• puis :
p∑

k=1
k ̸=k0
|λk |2 = p∑

k=1 |λk |2 − θ2 question 13.b.

= 2m− θ2
Par conséquent :

p∑
k=1
k ̸=k0
|λk | ⩽

√(p − 1)(2m− θ2)
D’où le résultat.
Conclusion : E (A) ⩽ θ +√(p − 1)(2m− θ2).

14. ▶ On admet qu’on peut choisir la matrice P de la question 12.a. de sorte que P−1 = tP . On pose Q = tP . Là, pour le coup, c’est le théo-rème spectral dans sa versioncomplète : si A est une matricesymétrique à coefficients réels,alors il existe P et D à coeffi-cients réels telles que :
• P est inversible et P−1 = tP(on dit que P est une matriceorthogonale),
• D est diagonale,
• A = PDP−1 .

☞ Pour info...

Soit X =
x1...

xn

 une matrice colonne appartenant à Mn,1(R) et Y = QX =
y1...

yn

.
▶ On admet que si M est une matrice carrée appartenant à Mn(R) et Z une matrice colonne appartenant à Mn,1(R)
alors t(MZ ) = tZ tM .
▶ Si U et V sont deux matrices colonnes appartenant à Mn,1(R), tUV est une matrice carrée appartenant à M1(R)
que l’on identifie à son unique coefficient. Donc tUV ∈ R.

14.a. Montrer que Q−1 = tQ puis que A = tQDQ et tY Y = tXX .
• Puisque Q = tP et que P est inversible, la matrice Q est également inversible et :

• t(MN) = tNtM
• Si M est inversible, alors tMégalement et (tM)−1 = t(M−1).En effet : tM × t(M−1) =
t(M−1M) = I , donc tM est in-versible, d’inverse t(M−1).

☞ Rappels...Q−1 = (tP)−1= t(P−1)
P−1 = tP = Q= tQ
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re• Ensuite :
A = PDP−1

P = t(tP) = tQ et P−1 = tP = Q= tQDQ

• Enfin :
tY Y = t(QX )QX= tX tQQX

Q−1 = tQ, donc tQQ = In= tXX

Conclusion : Q−1 = tQ, A = tQDQ et tY Y = tXX . Des manipulations assez clas-siques et simples qu’il faut savoirmener.
Élémentaire...

14.b. Montrer que tXAX = tY DY = n∑
k=1 λky2

k .
On a, en débutant avec la question précédente :

tXAX = tX tQDQX
Y = QX et donc tY = tX tQ= tY DY

= (y1 ... yn
)λ1 (0). . .(0) λn


y1...

yn


= (y1 ... yn

)λ1y1...
λnyn


= n∑

k=1 λky2
k

Conclusion : tXAX = tY DY = n∑
k=1 λky2

k .
14.c. En remarquant n∑

k=1 y2
k = tY Y , en déduire que tXAX ⩽ θtXX .

• On a bien :
tY Y = (y1 ... yn

)y1...
yn


= n∑

k=1 λ2
k

Très, très classique !⋆ Classique ! ⋆

• Ensuite :

✱ d’après la question précédente :
tXAX = n∑

k=1 λky2
k

✱ d’après la question ?? :
tXX = tY YD’où, d’après le point précédent :

tXAX ⩽ θtXX ⇐⇒
n∑

k=1 λky2
k ⩽ θ

n∑
k=1 y2

k

Mais on a :
∀k ∈ J1; nK λk ⩽ θD’où, puisque pour tout k ∈ J1; nK, y2

k ⩾ 0 puis en sommant pour k ∈ J1; nK :
n∑

k=1 λky2
k ⩽ θ

n∑
k=1 y2

k

Ce qui prouve le résultat.
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reConclusion : tXAX ⩽ θtXX . Les questions 14. sont abordableset relativement classique, à retra-vailler autant que nécessaire pourles réussir.
Important !

15. Soit U la matrice colonne appartenant à Mn,1(R) dont le i-ème coefficient vaut 1 si i n’est pas isolé et 0 sinon.
15.a. Montrer que tUAU = ∑

(i,j)∈I2
ai,j = 2m. En déduire que 2m

p ⩽ θ.
• Notons U =

u1...
un

, avec :
∀i ∈ J1; nK, ui = { 1 si i ∈ I0 sinonOn a :

tUAA = (u1 ... un
)a1,1 ... a1,n... ... ...

an,1 ... an,n


u1...

un



= (u1 ... un
)


n∑
j=1 a1,juj...
n∑

j=1 an,juj


= n∑

i=1
ui

 n∑
j=1 ai,juj


= n∑

i=1
n∑

j=1 ai,juiuj
∀k ∈ J1; nK, uk = { 1 si k ∈ I0 sinon= ∑

i∈I

∑
j∈I

ai,j question 11.a.= 2m

Conclusion : tUAU = ∑
(i,j)∈I2

ai,j = 2m.
• D’après la question précédente :

tUAU ⩽ θtUUOr :

✱ d’après le point précédent :
tUAU = 2m

✱ et, en débutant par la question 13.c. :
tUU = n∑

k=1 u2
k

∀k ∈ J1; nK, uk = { 1 si k ∈ I0 sinon= ∑
k∈I

1
= Card(I) = p

Par conséquent : 2m ⩽ θpD’où le résultat, puisque p > 0 (p ⩾ 2).
Conclusion : 2m

p ⩽ θ.
15.b. Établir que : 1

√p ⩽

√2m
p ⩽

θ√2m
⩽ 1.

Puisque √2m > 0, on a :
1
√p ⩽

√2m
p ⩽

θ√2m
⩽ 1 ⇐⇒ √2m

p ⩽
2m
p ⩽ θ ⩽

√2m

Or :
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re• d’après la question 11.b. : 2m
p ⩾ 1, d’où : √2m

p ⩽
2m
p

∀x ∈ R+ :
√

x ⩽ x ⇐⇒ x ⩽ x2
⇐⇒ x(1− x) ⩽ 0 ⇐⇒ x ⩾ 1

À retenir...

• d’après la question précédente : 2m
p ⩽ θ

• d’après la question 13.b. :
θ ⩽
√2mD’où : √2m

p ⩽
2m
p ⩽ θ ⩽

√2m

et le résultat voulu en découle, par équivalence.
Conclusion : 1

√p ⩽

√2m
p ⩽

θ√2m
⩽ 1.

16. 16.a. Étudier la fonction F : x 7−→ x +√(p − 1)(1− x2) sur [0, 1].
• On sait que :

✓ la fonction x 7−→ (p − 1)(1− x2) est dérivable sur [0; 1[ et à valeurs dans R+⋆ sur cet intervalle,
✓ la fonction racine carrée est dérivable sur R+⋆ . On détaille bien la dérivabilitéd’une composée... et on se sou-vient que la fonction √. n’est pasdérivable en 0 !

✍ Rédaction

Par conséquent, la fonction F est dérivable sur [0; 1[.
• Soit x ∈ [0; 1[. On a :

F ′(x) = 1 + −2(p − 1)x2√(p − 1)(1− x2)
= 1− (p − 1)x√(p − 1)(−x2)
= √(p − 1)(1− x2)− (p − 1)x√(p − 1)(−x2)

Or √(p − 1)(−x2) > 0, donc :
F ′(x) ⩾ 0 ⇐⇒ √(p − 1)(1− x2)− (p − 1)x ⩾ 0

⇐⇒
√(p − 1)(1− x2) ⩾ (p − 1)x stricte croissance de la fonction carrée sur R+, licite car p − 1 > 0 et x ⩾ 0, donc (p − 1)x ⩾ 0⇐⇒ (p − 1)(1− x2) ⩾ (p − 1)2x2

p − 1 > 0⇐⇒ 1− x2 ⩾ (p − 1)x2
⇐⇒ px2 ⩽ 1

p > 0
⇐⇒ x2 ⩽ 1

p

⇐⇒ −1
√p ⩽ x ⩽

1
√p x ⩾ 0

⇐⇒ x ⩽
1
√p

Or p ⩾ 2, donc 1
√p < 1 et on obtient finalement le tableau de variations suivant :

x 0 1
√p 1

F ′(x) + 0 −

F √
p − 1 %

√p
& 1

16.b. En déduire que E (A) ⩽ √2mF
(√2m

p

), c’est-à-dire que :
E (A) ⩽ 2m

p + 1
p
√(p − 1)2m(p2 − 2m) (1)

D’après la question ?? :
E (A) ⩽ θ +√(p − 1)(2m− θ2)
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reOr :
θ +√(p − 1)(2m− θ2) = θ +√(p − 1)2m

(1− θ22m

)
2m > 0

= θ +√2m

√√√√(p − 1)(1− ( θ√2m

)2)

= √2m

 θ√2m
+
√√√√(p − 1)(1− ( θ√2m

)2)
= √2mF

(
θ√2m

)

Enfin, d’après la question 15.b. : 1
√p ⩽

√2m
p ⩽

θ√2m
⩽ 1

D’où, par décroissance de F sur [ 1
√p ; 1] :

F
(√2m

p

)
⩾ F

(
θ√2m

)
D’où le résultat, puisque √2m > 0 et par transitivité.
Conclusion : E (A) ⩽ √2mF

(√2m
p

).
17. On suppose dans cette question que A est la matrice d’adjacence d’un graphe complet de sommets 1, ..., n donc

m = n(n − 1)2 et p = n.
17.a. Représenter la matrice A.

Conclusion : A =


0 1 ... 11 . . . . . . ...... . . . . . . 11 ... 1 0

.

17.b. Montrer que −1 est une valeur propre de A et que le sous-espace propre associé est de dimension n − 1.On a :
rg(A + In) = rg




1 1 ... 11 . . . . . . ...... . . . . . . 11 ... 1 1


 toutes les colonnes sont égales à


1...1


= rg

1...1

 

1...1
 ̸= 0n,1= 1

Il y a deux arguments : les co-lonnes sont toutes identiques, etnon nulles ! En détaillant ainsi,on évite d’oublier un des deuxarguments et donc de perdre unpoint...

✓ Rigueur !

Par conséquent, la matrice A + In n’est pas inversible et donc −1 est valeur propre de A.Ensuite, par théorème du rang :dim (Mn,1(R)) = rg(A + In) + dim ( ker(A + In))D’où : dim ( ker(A + In)) = n − 1
Conclusion : −1 est valeur propre de A et l’espace propre associé est de dimension n − 1.

17.c. Établir aussi que n − 1 est une valeur propre de A. En déduire que E (A) = 2(n − 1) et que l’inégalité (1) estalors une égalité.
• Remarquons que A

1...1
 = (n − 1)

1...1
 et

1...1
 ̸= 0n,1 : donc n − 1 est valeur propre de A.

• Si la somme des coefficients dechaque ligne d’une matrice estidentique pour toutes les lignes,alors cette valeur commune est
VP et


1...1
 est −→VP associé.

• Puisqu’une matrice et sa trans-posée ont les mêmes VP, on endéduit que si la somme des coef-ficients de chaque colonne d’unematrice est identique pour toutesles colonnes, alors cette valeurcommune est VP. Attention : pasde −→VP évident par contre.

♥ Astuce du chef ♥
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re• Ensuite, on sait que la somme des dimensions des sous-espaces propres de A est inférieure ou égale à n.Mais : dim ( ker(A + In)) = n − 1 ; dim ( ker(A − (n − 1)In)) ⩾ 1Ainsi, par saturation des dimensions, on a dim ( ker(A − (n − 1)In)) = 1 et A ne possède aucune autrevaleur propre.
• Par conséquent, A est diagonalisable (car symétrique) et semblable à la matrice diag(−1;−1; ..., −1; n−1).D’où :

E (A) = (n − 1) × | − 1|+ 1 × (n − 1)= 2(n − 1)
• Ici, on a :

p = n ; m = n(n − 1)2D’où : 2m
p + 1

p
√(p − 1)2m(p2 − 2m) = n(n − 1)

n + 1
n
√(n − 1)n(n − 1)(n2 − n(n − 1))

= n − 1 + 1
n
√

n2(n − 1)2= 2(n − 1)
D’où l’égalité dans (1).

▶ On note α = min1⩽k⩽p
|λk | et β = max1⩽k⩽p

|λk |. On note aussi d le degré maximal des sommets du graphe G(A).
18. Écrire une fonction Python degMax(A) qui renvoie le maximum des degrés des sommets du graphe G(A), celui-ciétant donné par sa matrice d’adjacence sous la forme du tableau numpy A.Écrivons un programme qui renvoie donc le maximum des sommes des lignes de A... Sans se préoccuper de l’efficacitédu programme :

1 import numpy as np
2
3 def degMax(A):
4 n,n=np.shape(A)
5 L=[np.sum(A[i,:]) for i in range(0,n)] # Liste c o nt e n an t chaque degr é
6 return max(L)

On pourrait bien entendu pro-poser un programme effectuantmoins de calculs... Mais ce n’est nidemandé ni nécessaire.
Remarque

19. 19.a. Montrer que pour tout j ∈ {1, ..., p}, |λj |(α + β) ⩾ λ2
j + αβ .Soit j ∈ J1; pK. On a :

• Pour comparer deux expres-sions, on étudie le signe de ladifférence.
• Pour étudier le signe d’uneexpression, on cherche à la facto-riser.

➠Réflexe !
|λj |(α + β)− λ2

j − αβ = |λj |α + |λj |β − |λj |2 − αβ= α
(
|λj | − β

) + |λj |β − |λj |2= α
(
|λj | − β

) + |λj |
(
β − |λj |

)
= −α

(
β − |λj |

) + |λj |
(
β − |λj |

)
= (|λj | − α

)(
β − |λj |

)
par définition de α et β : β − |λj | ⩾ 0 et |λj | − α ⩾ 0

⩾ 0
Conclusion : pour tout j ∈ {1, ..., p}, |λj |(α + β) ⩾ λ2

j + αβ .
19.b. En déduire que (α + β)E (A) ⩾ tr(A2) + pαβ , puis que E (A) ⩾ 2m + pαβ

α + β .On a établi en question précédente :
∀j ∈ J1; pK, |λj |(α + β) ⩾ λ2

j + αβ

D’où, en sommant pour j ∈ J1; pK :
p∑

j=1 |λj |(α + β) ⩾ p∑
j=1 (λ2

j + αβ)
Or :
• on a déjà :

p∑
j=1 |λj |(α + β) = (α + β) p∑

j=1 |λj | question 13.a. : les valeurs propres éventuelles de p + 1 à n sont nulles
= (α + β) n∑

j=1 |λj |

= (α + β)E (A)
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re• et :
p∑

j=1 (λ2
j + αβ) = p∑

j=1 λ2
j + p∑

j=1 αβ question 13.a.

= n∑
j=1 λ2

j + pαβ question 5.b.= tr(A2) + pαβ directement à partir de la première ligne et la question 13.b.= 2m + pαβ A vouloir donner des étapes in-termédiaires, l’énoncé nous faittourner en rond...
Remarque

On a ainsi démontré : (α + β)E (A) ⩾ tr(A2) + pαβainsi que (α + β)E (A) ⩾ 2m + pαβEt comme A possède au moins une valeur propre non nulle, on a β > 0 et donc, puisque α = 0, on a : α +β > 0.
Conclusion : (α + β)E (A) ⩾ tr(A2) + pαβ et E (A) ⩾ 2m + pαβ

α + β .
19.c. Soit a et b deux réels strictement positifs tels que a ⩽ b2 . Étudier les variations de φ : t 7−→ a + bt

b + t sur R+ .
• La fonction φ est le quotient de deux fonctions dérivables sur R+ dont le dénominateur ne s’annule passur R+ (car b > 0). Ainsi, φ est dérivable sur R+ .
• Soit t ∈ R+ . On a :

φ′(t) = b(b + t)− (a + bt)(b + t)2
= b2 − a(b + t)2 a ⩽ b2
⩾ 0

Conclusion : φ est croissante sur R+ .
19.d. Montrer que 2m ⩽ pβ2 . En déduire que E (A) ⩾ 2m

β .
• D’après la question 15.b., on obtient :

0 ⩽

√2m
p ⩽

2m
p ⩽ θ

Or :
∀k ∈ J1; nK, λk ⩽ |λk |D’où :

θ ⩽ βPar transitivité, on a ainsi :
0 ⩽

√2m
p ⩽ β

Puis, par croissance de la fonction carrée sur R+ :2m
p ⩽ β2

D’où le résultat, puisque p > 0 (p ⩾ 2).
Conclusion : 2m ⩽ pβ2 .

• Ensuite, d’après la question précédente :
E (A) ⩾ 2m + pαβ

α + βOr :
On pourrait penser à pφ(β), avec
a = 2m

p et b = α , mais l’hy-pothèse a ⩽ b2 n’est alors pasvérifiée...

Remarque2m + pαβ
α + β = p

2m
p + αβ
α + β en posant a = 2m

p et b = β , on a bien, d’après le point précédent : a ⩽ b2= pφ(α)
φ est croissante sur R+ et α ⩾ 0, donc φ(α) ⩾ φ(0), puis p ⩾ 0

⩾ pφ(0)︸ ︷︷ ︸= 2m
β En fin de sujet, on peut se per-mettre de manipuler ainsi lesinégalités, du moment que tousles arguments sont présents. Ici,il est indispensable de voir que

p doit être positif (même si samention n’est certainement pasattendue à ce stade du sujet)...

✍ RédactionD’où le résultat, par transitivité.
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β .

20. Soit X =
x1...

xn

 un vecteur propre pour une valeur propre λ de A telle que |λ| = β .
20.a. Montrer que pour tout i ∈ {1, ..., n}, β|xi| ⩽ d max1⩽j⩽n

|xj |.Soit i ∈ J1; nK. On sait que X est vecteur propre de A pour la valeur propre β , donc AX = βX .La i-ème ligne de cette égalité matricielle donne :
n∑

j=1 ai,jxj = βxj

D’où, puisque β ⩾ 0 :
β|xi| = |βxi|

=
∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1 ai,jxj

∣∣∣∣∣∣ inégalité triangulaire et : ∀j ∈ J1; nK, ai,j ⩾ 0
⩽

n∑
j=1 ai,j |xj |

Or :
∀j ∈ J1; nK, |xj | ⩽ max1⩽k⩽n

|xk |

D’où, puisque pour tout j ∈ J1; nK, ai,j ⩾ 0 puis en sommant pour j ∈ J1; nK :
n∑

j=1 ai,j |xj | ⩽ max1⩽k⩽n
|xk |
∑

j = 1nai,j

Enfin :
n∑

j=1 ai,j = deg(i)
⩽ d

D’où le résultat demandé, puisque max1⩽k⩽n
|xk | ⩾ 0 et par transitivité...

Conclusion : pour tout i ∈ {1, ..., n}, β|xi| ⩽ d max1⩽j⩽n
|xj |.

20.b. En conclure que E (A) ⩾ 2m
d ⩾

2m
p − 1 (2).

• ✱ D’après la question ?? :
E (A) ⩾ 2m

β

✱ Il suffit alors de démontrer que 2m
β ⩾

2m
d .Notons i l’indice de J1; nK tel que |xi0 | = max1⩽j⩽n

|xj |.D’après la question précédente, on a donc en particulier :
β max1⩽j⩽n

|xj | ⩽ d max1⩽j⩽n
|xj |

Or X est un vecteur propre, donc X est non nul. Par conséquent : max1⩽j⩽n
|xj | ̸= 0. Immédiat en raisonnant par l’ab-surde...

Pourquoi ?Ainsi max1⩽j⩽n
|xj | > 0et on obtient finalement :

β ⩽ dOr β > 0 (justifié en question ??), donc :
0 < β ⩽ d

Ainsi, par décroissance de la fonction inverse sur R+⋆ et puisque 2m ⩾ 0 :2m
β ⩾

2m
d
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d .

• Puisque G(A) est un graphe simple, chaque sommet non isolé est au maximum relié aux p − 1 autressommets non isolés.Par conséquent, chaque degré est inférieur ou égal à p − 1.D’où :
d ⩽ p − 1

Conclusion : 2m
d ⩾

2m
p − 1 .

Conclusion : E (A) ⩾ 2m
d ⩾

2m
p − 1 (2).

20.c. Montrer que l’égalité dans (2) est réalisée pour la matrice A carrée appartenant à Mn(R) associée au graphedont l’unique arrête est {1, 2}.Dans ce cas, on a :
A =



0 1 0 . . . 01 0 0 ... ...0 0 ... ... ...... ... ... ... ...0 0 0 0 0


; m = 1 ; p = 2 ; d = 1

Ensuite :
• 0 est valeur propre de A et, par théorème du rang, l’espace propre associé est de dimension n − 2 ;
• en écrivant A + In et A − In , on remarque que chacune est de rang n − 1 (deux colonnes colinéaires, puisune famille échelonnée). Ainsi, −1 et 1 sont valeurs propres de A et les espaces propres associés sontchacun de dimension 1.Par saturation des dimensions, A ne possède aucune autre valeur propre.La matrice A est alors diagonalisable (car symétrique) et semblable à la matrice diag(−1; 1; 0; ...; 0).D’où :

E (A) = 2Et on a ainsi :
E (A) = 2m

d = 2m
p − 1

Conclusion : pour un tel graphe, il y a égalités dans (2).

Aide-mémoire Python

On suppose que l’on a exécuté import numpy as np, numpy.linalg as al en début de session.
• Si T est un tableau numpy, np.shape(T) renvoie le nombre de lignes et le nombre de colonnes de T, dans cetordre, sous la forme d’un couple.
• np.zeros([p,q]) crée un tableau numpy à p lignes et q colonnes ne contenant que des 0.
• np.ones([p,q]) crée un tableau numpy à p lignes et q colonnes ne contenant que des 1.
• np.eye(p) crée un tableau numpy à p lignes et p colonnes ne contenant que des 1 sur sa diagonale et des 0ailleurs.
• La fonction al.eigvals, appliquée à un tableau numpy représentant une matrice symétrique A, renvoie le tableaudes coefficients diagonaux d’une matrice diagonale semblable à A.

⋆⋆⋆⋆⋆⋆⋆ Fin ⋆⋆⋆⋆⋆⋆⋆
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