
1 LIMITE INFÉRIEURE D’UNE SUITE ET D’UNE FONCTION

Corrigé ESSEC math II éco 2015

1 Limite inférieure d’une suite et d’une fonction

Définitions : (a; b) ∈ N
2 , [[a; b]] = {k |k ∈ Z , a 6 k 6 b}.

(xn)n∈N suite de réels, I ensemble fini d’entiers naturels, min
i∈I

(xi) = min{xi |i ∈ I }

1. min
i∈[[0;4]]

(−1)i

i+ 1
= min

{

1;−1

2
;
1

3
;−1

4

}

= −1

2

2. Soit (xn)n>0 une suite de réels positifs.

(a) ∀ (n; k) ∈ N
2 ,un(k) = min

i∈[[n;n+k]]
xi = min {xj |j ∈ [[n;n+ k]]} > un (k + 1) car

{xj |j ∈ [[n;n+ k]]} ⊆ {xj |j ∈ [[n;n+ k + 1]]}
donc ∀n ∈ N , (un(k))k∈N est décroissante .

(b) (un(k))k>0 est décroissante minorée par 0, donc elle converge . un = lim
k→+∞

un(k)

(c) Soit (n; k) ∈ N
2 , {xj |j ∈ [[n+ 1;n+ k + 1]]} ⊆ {xj |j ∈ [[n;n+ k + 1]]} , donc

un+1(k) = min {xj |j ∈ [[n+ 1;n+ k + 1]]} > min {xj |j ∈ [[n;n+ k + 1]]} = un (k + 1), donc
un+1(k) > un(k + 1) > un car (un(k))k>0 est décroissante.

∀k ∈ N, un+1(k) > un , en passant à la limite un+1 > un , donc (un)n>0 est croissante .

(d) (un)n>0 étant croissante elle admet une limite (qui peut être +∞).

La limite inférieure de la suite (xn)n>0 est liminf
n→+∞

(xn) avec liminf
n→+∞

(xn) = lim
n→+∞

(

inf
k∈[[n;+∞[[

(xk)

)

3. (yn)n>0 et (zn)n>0 sont les suites réelles positives définies par :

∀n ∈ N, yn = 1 + (−1)n et ∀n ∈ N, zn =

{

2 si n est pair

n si n est impair
.

(a) i. Cas de (yn)n>0 . On a un (0) = 1 + (−1)n = yn, et pour k ∈ N
∗, un(k) = 0, donc un = 0 .

ii. Cas de (zn)n>0 . On a un (0) = zn , et pour k ∈ N
∗ , un (k) = 2 , donc un = 2 .

(b) liminf
n→+∞

(yn) = 0 et liminf
n→+∞

(zn) = 2

4. (a) (xn)n>0 est une suite croissante de réels positifs, on note ℓ = lim
n→+∞

xn.

Pour k ∈ N, un (k) = {xj |j ∈ [[n;n+ k]]} = xn donc un = lim
k→+∞

un (k) = lim
k→+∞

xn = ℓ , donc

lim
n→+∞

un = ℓ c’est à-dire liminf
n→+∞

xn = ℓ.

(b) (xn)n>0 est une suite décroissante de réels positifs, convergente vers un réel ℓ .
Pour n ∈ N, k ∈ N, un (k) = min {xj |j ∈ [[n;n+ k]]} = xn+k , un = lim

k→+∞

un (k) = lim
k→+∞

xn+k = ℓ

donc ℓ = lim
k→+∞

un = liminf
n→+∞

(xn) .

(c) i. I est un intervalle ouvert de R, r ∈ N
∗, et ∀i ∈ [[1; r]], αi ∈ I.

Comme {αi |i ∈ [[1; r]]} est fini, il existe j ∈ [[1; r]] tel que αj = min{αi |i ∈ [[1; r]]} c’est à dire que

si ∀i ∈ [[1; r]], αi ∈ I, I intervalle de R , alors , min
i∈[[1;r]]

αi ∈ I

ii. (xn)n>0 est une suite de réels positifs convergente vers ℓ réel positif ,

(xn)n>0 converge vers ℓ , se traduit par, ∀ε > 0 , ∃Nε ∈ N, ∀n ∈ [[Nε; +∞[[ , |xn − ℓ| 6 ε .
Pour ε > 0 , on a ∀n ∈ [[Nε; +∞[[ , ℓ− ε 6 xn 6 ℓ+ ε et donc ℓ− ε 6 inf

k∈[[n;+∞[[
xk 6 ℓ+ ε et donc

ℓ− ε 6 liminf
n→+∞

(xn) 6 ℓ+ ε , ceci étant vrai pour tout ε > 0 , on déduit que liminf
n→+∞

(xn) = ℓ .

5. f est une fonction continue sur à valeurs dans R+ .

(a) Pour x réel positif fixé, on définit la fonction ϕx sur R+ par : ∀h > 0, ϕx(h) = min
u∈[x,x+h]

f(u) .

On notera que du fait que f est continue sur [x;x+h] , elle atteint son minimum sur [x;x+h] (théorème).
Si 0 6 h 6 t , {f (u) |u ∈ [x;x+ h]} ⊆ {f (u) |j ∈ [x;x+ t]} donc
min {f (u) |u ∈ [x;x + h]} > min {f (u) |u ∈ [x;x+ t]} soit ϕx (h) > ϕx (t) d’où

ϕx est décroissante sur R+ .
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2 LOIS SOUS-EXPONENTIELLES

(b) ϕx est décroissante minorée par 0 donc admet une limite en +∞ (théorème). Φx = lim
h→+∞

ϕx(h)

(c) Si 0 6 x 6 t , on a {f (u) |u ∈ [x; +∞[} ⊇ {f (u) |u ∈ [t; +∞[} donc
Φx = lim

h→+∞

ϕx(h) = min {f (u) |u ∈ [x; +∞[} 6 min {f (u) |u ∈ [t; +∞[} = lim
h→+∞

ϕt(h) = Φt

d’où x 7→ Φx est croissante sur R+

(d) lim
x→+∞

Φx existe car x 7→ Φx est croissante sur R+ (théorème).

La limite inférieure de f est liminf
x→+∞

(f(x)) = lim
x→+∞

min {f (u) |u ∈ [x; +∞[}

(e) f est la fonction continue sur R+ définie par : f(x) =

{

x si x appartient à [0; 1]

2− x si x appartient à [1; 2]

et telle que f(x) = f(x+ 2) pour tout réel positif x, (f est périodique de période 2).

i. Représentation graphique de f sur le segment [0; 4].

0

1

0 1 2 3 4

ii. Le minimum de f sur un intervalle de longueur une période 2, vaut 0 donc si x > 0 et h > 2 ,
ϕx(h) = 0 .

iii. Φx = lim
h→+∞

ϕx(h) = 0 donc 0 = lim
h→+∞

Φx = liminf
x→+∞

f(x).

(f) f est une fonction quelconque continue sur R+ à valeurs dans R+ , et on a les notations de 5a et 5b.

i. Soit x > 0 pour h > 0 positif, on a f(x) > min {f (u) |u ∈ [x;x+ h]} = ϕx(h).

ii. En faisant tendre h vers +∞ , f(x) > lim
h→+∞

ϕx(h) = Φx donc

∀x ∈ [0; +∞[ , f (x) > Φx = min {f (u) |u ∈ [x; +∞[} .

iii. On suppose que ℓ = liminf
x→+∞

(f(x)) > 0 , c’est à dire lim
x→+∞

Φx = ℓ > 0 . Soit ε =
ℓ

2
, il existe x0 > 1

tel que ∀x ∈ [x0; +∞[, |Φx − ℓ| 6 ε et donc f (x) > Φx > ℓ− ε = ε.

Si ℓ = liminf
x→+∞

(f(x)) > 0 , pour ε =
ℓ

2
> 0 , il existe x0 > 0 tel que ∀x ∈ [x0; +∞[, f (x) > Φx > ε .

(g) Soit f et g deux fonctions continues de R+ dans R+ telles que ∀x > 0 , f(x) > g(x) et liminf
x→+∞

(g(x)) = ℓ > 0 .

min {g (u) |u ∈ [x; +∞[} 6 min {f (u) |u ∈ [t; +∞[} et donc
ℓ = liminf

x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

(min {g (u) |u ∈ [x; +∞[}) 6 lim
x→+∞

(min {f (u) |u ∈ [t; +∞[}) = liminf
x→+∞

f(x)

alors liminf
x→+∞

(f(x)) > ℓ

2 Lois sous-exponentielles

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (Ω;A;P ).
Si X est une variable aléatoire réelle positive de fonction de répartition F, F la queue de la fonction de
répartition est définie par F (x) = 1− F (x) = P (X > x) pour tout x positif.
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2 LOIS SOUS-EXPONENTIELLES

6. X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans N , ∀n ∈ N ,







pX(n) = P (X = n)
pY (n) = P (Y = n)

pX+Y (n) = P (X + Y = n)
.
((X = k))k∈N

et un système complet d’évènements donc, en utilisant la formule des probabilités totales, pour
n ∈ N ,

pX+Y (n) = P (X + Y = n) =
∑

k∈N

P
(

(X + Y = n)
⋂

(X = k)
)

=
∑

k∈N

P
(

(Y = n− k)
⋂

(X = k)
)

=
X,Y indépendantes

∑

k∈N

P ((Y = n− k))P (X = k) =

n
∑

k=0

P ((Y = n− k))P (X = k) donc

∀n ∈ N , pX+Y (n) =
n
∑

k=0

pX(k)pY (n− k) .

On admet que si X et Y sont deux variables aléatoires réelles positives indépendantes, densité respectives
fX et fY continues sur R

∗

+ et continues à droite en 0, X + Y admet une densité notée fX ∗ fY définie

par, ∀x > 0 , fX ∗ fY )(x) =
x
ˆ

0

fX(u)fY (x − u)du .

FX+Y est la fonction de répartition de la variable aléatoire X + Y.

7. λ > 0 , X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de paramètre λ , f une

densité et F la fonction de répartition. ∀x > 0 , f(x) = λe−λx .

(a) Pour x > 0 , F (x) = 1− e−λx =

x
ˆ

0

λe−λtdt et F (x) = 1− F (x) = e−λx

(b) Soit x > 0 , (f ∗ f)(x) =
x
ˆ

0

fX(u)fY (x− u)du =

x
ˆ

0

λe−λuλe−λ(x−u)du = λ2e−λx

x
ˆ

0

du = λ2xe−λx

(c) Pour x > 0 , FX+Y (x) =

x
ˆ

0

λ2te−λtdt =
[

λt
(

−e−λt
)]x

0
−

x
ˆ

0

λ
(

−e−λt
)

dt =
[

λt
(

−e−λt
)

−
(

−e−λt
)]x

0

∀x > 0 , FX+Y (x) = 1− (λx+ 1) e−λx

(d) De (c) pour x > 0 , FX+Y (x) = (λx+ 1) e−λx, F (x) = e−λx ,
FX+Y (x)

F (x)
=

(λx + 1) e−λx

e−λx
= λx+1 donc

lim
x→+∞

FX+Y (x)

F (x)
= +∞ .

8. X est une variable aléatoire positive, F = FX .

X est à support illimité à droite si pour tout x positif, F (x) > 0

Remarque : Du fait que F et décroissante à valeurs dans [0; 1] , X n’est pas à support illimité à droite signifie
qu’il existe a > 0 tel que ∀x ∈ [a; +∞[ , 0 = F (a) > F (x) > 0 , donc ∀x ∈ [a; +∞[ , F (x) = 0.
X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes positives, de même loi à support illimité à droite, de
fonction de répartition commune F.

(a) On remarque que si a > 0 et b > 0 , alors , a+ b > max (a; b) donc , pour x > 0 ,
(max(X ;Y ) > x) ⊆ (X + Y > x) d’où FX+Y (x) = P (X + Y > x) > P (max(X ;Y ) > x) donc

∀x > 0 , FX+Y (x) > P (max(X ;Y ) > x) .

(b) (max(X ;Y ) 6 x) = (X 6 x)
⋂

(Y 6 x) , et de l’indépendance de X ;Y on déduit que
P (max(X ;Y ) 6 x) = P ((X 6 x)

⋂

(Y 6 x)) = P (X 6 x)P (Y 6 x) = F 2 (x) d’où

P (max(X ;Y ) > x) = 1− F 2(x) .

(c) Pour x > 0 ,
1− F 2(x)

F (x)
=

(1− F (x)) (1 + F (x))

1− F (x)
= 1+F (x) et lim

x→+∞

F (x) = 1, donc lim
x→+∞

1− F 2(x)

F (x)
= 2

(d) Pour x > 0 de (ab) on a FX+Y (x) > P (max(X ;Y ) > x) = 1− F 2(x) donc

FX+Y (x)

F (x)
>

1− F 2(x)

1− F (x)
= 1 + F (x) −→

x→+∞

2 de P1 (5g) on obtient liminf
x→+∞

(

FX+Y (x)

F (x)

)

> 2 .
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3 PROBLÈMES DE QUEUES

9. SoitX une variable aléatoire positive de fonction de répartition F. On suppose que la loi deX est à support

illimité à droite. On dit que cette loi est sous-exponentielle si , lim
x→+∞

FX+Y (x)

F (x)
= 2 , où,FX+Y est la

fonction de répartition de la somme des deux variables aléatoires réelles positive X et Y indépendantes,
de même loi et de fonction de répartition F.

X et Y sont des variables aléatoires réelles positives indépendantes de même loi sous-exponentielle.

(a) Soit x > 0 comme X ;Y sont à valeurs positives, (X > x) ⊆ (X + Y > x) donc
(X + Y > x)

⋂

(X > x) = (X > x)

P(X+Y >x)(X > x) =
P ((X + Y > x)

⋂

(X > x))

P (X + Y > x)
=

P (X > x)

FX+Y (x)
=

F (x)

FX+Y (x)
−→

x→+∞

1

2
, donc

lim
x→+∞

P(X+Y >x)(X > x) =
1

2

(b) De 8(bc) on a P (max(X ;Y ) > x) = 1− F 2(x) et
P (max(X ;Y ) > x)

F (x)
=

1− F 2(x)

F (x)
−→

x→+∞

2 donc de (a)

P (X + Y > x)

P (max(X ;Y ) > x)
=

FX+Y (x)

F (x)

F (x)

P (max(X ;Y ) > x)
−→

x→+∞

2×1

2
, d’où , lim

x→+∞

P (X + Y > x)

P (max(X ;Y ) > x)
= 1 .

(c) ((max(X ;Y ) 6 x) ; (max(X ;Y ) > x)) est un système complet d’évènements.
En utilisant la formule des probabilités totales on obtient
P (X + Y > x) = P ((X + Y > x) ∩ (max(X ;Y ) 6 x)) + P ((X + Y > x) ∩ (max(X ;Y ) > x)) or de
X > 0 et Y > 0 on déduit que
(max(X ;Y ) > x) ⊆ (X + Y > x) donc (X + Y > x) ∩ (max(X ;Y ) > x) = (max(X ;Y ) > x) d’où

P (X + Y > x) = P ((X + Y > x) ∩ (max(X ;Y ) 6 x)) + P (max(X ;Y ) > x)

(d) Pour x > 0 , de (c) on a
P ((X + Y > x) ∩ (max(X ;Y ) 6 x))

P (max(X ;Y ) > x)
=

P (X + Y > x)− P (max(X ;Y ) > x)

P (max(X ;Y ) > x)

=
P (X + Y > x)

P (max(X ;Y ) > x)
− 1 −→

x→+∞

0

donc , lim
x→+∞

P ((X + Y > x) ∩ (max(X ;Y ) 6 x))

P (max(X ;Y ) > x)
= 0 .

(e) P (X + Y > x) = P ((X + Y > x) ∩ (max(X ;Y ) 6 x)) + P (max(X ;Y ) > x)

= P (max(X ;Y ) > x)

(

1 +
P ((X + Y > x) ∩ (max(X ;Y ) 6 x))

P (max(X ;Y ) > x)

)

donc

P (X + Y > x) ∼
x→+∞

P (max(X ;Y ) > x)

3 Problèmes de queues

f est une densité de probabilité sur R nulle sur R
∗

−
et continue sur R

∗

+ et F est la fonction de répartition
associée. On dit que la loi de probabilité définie par la densité f possède une loi à queue lourde si pour

tout λ strictement positif, l’intégrale

+∞
ˆ

1

f(x)eλxdx est divergente, c’est-à-dire que pour tout réel λ > 0,

lim
a→+∞

a
ˆ

1

f(x)eλxdx = +∞ .

10. X est une variable aléatoire de densité f. On suppose que

+∞
ˆ

1

f(x)eλxdx = +∞ .

Si X n’est pas à support illimité à droite il existe x > 0 tel que F (x) = 0 de la positivité et de la décroissance
de F on déduit que ∀t > x , F (t) = 0 = 1−F (t) . Comme f est continue on a ∀t ∈ [x; +∞[ , 0 = F ′ (t) = f (t)
et donc∀λ > 0 ,∀t ∈ [x; +∞[ , f(t)eλt = 0 donc
+∞
ˆ

x

f(t)eλtdt = 0 et donc

+∞
ˆ

1

f(t)eλtdt =

x
ˆ

1

f(t)eλtdt < +∞ contredisant l’hypothèse.

Si la loi de X est à queue lourde, elle est à support illimité à droite .

11. Étude de quelques lois particulières :
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3 PROBLÈMES DE QUEUES

(a) Si f est une densité de loi exponentielle de paramètre µ > 0 continue sur ]0;+∞[ alors pour λ ∈ ]0;µ[

∀x ∈ [1; +∞[, f (x) eλx = µe−(µ−λ)x or

+∞
ˆ

1

e−(µ−λ)xdx =
e−(µ−λ)

µ− λ
et donc

+∞
ˆ

1

f(x)eλxdx < +∞ .

Une loi exponentielle n’est pas à queue lourde.

(b) f vérifie f(x) =
1

(1 + x)2
si x est positif ou nul et f(x) = 0 si x est strictement négatif .

i. On a donc f > 0 sur R , f est continue sur R∗, enfin f est nulle pour les valeurs négatives et

pour t > 0 ,

t
ˆ

−∞

f (x) dx =

t
ˆ

0

f (x) dx =

t
ˆ

−∞

1

(1 + x)2
dx =

[

− 1

1 + x

]t

0

= − 1

1 + t
+ 1 −→

t→+∞

1 , donc

f est une densité de probabilité .

ii. λ > 0 . Pour x > 0 , 1+x ∼
x→+∞

x ,
eλx

(1 + x)2
∼

x→+∞

eλx

x2
= e−2 ln(x)+λx = e

λx

(

1−
2 ln(x)
λx

)

−→
x→+∞

+∞
car

lim
x→+∞

ln(x)
x

= 0 donc lim
x→+∞

λx
(

1− 2 ln(x)
λx

)

= +∞ , et lim
u→+∞

eu = +∞ donc lim
x→+∞

eλx

(1 + x)2
= +∞.

Donc il existe x0 > 1, tel que ∀x > x0 ,
eλx

(1 + x)2
> 1.

iii. Pour x > x0 ,

x
ˆ

1

f(t)eλtdt >

x
ˆ

x0

f(t)eλtdt >

x
ˆ

x0

dt = x− x0 −→
x→+∞

+∞ donc

la loi définie par f est à queue lourde .

(c) Z est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite et X la variable aléatoire définie par X = eZ .

∀x ∈ R, Φ (x) =
1√
2π

x
ˆ

−∞

e−
t2

2 dt

i. X∗ (Ω) ⊆ ]0; +∞[ . Soit x ∈ ]0; +∞[ on a
FX (x) = P (x 6 x) = P

(

eZ 6 x
)

= P (Z 6 ln (x)) = Φ (ln (x)).

Pour x ∈ ]0; +∞[ , soit f (x) = F ′

X (x) =
1

x
e−

(ln(x))2

2 .

f : R → R

x 7→







0 si x 6 0
1

x
e−

(ln(x))2

2 si x > 0

est une densité de X .

ii. Pour λ > 0 on a λx− 1

2
(ln x)2 − lnx = λx

(

1− 1

2λ

(

2
ln (

√
x)√

x

)2

− 1

λ

ln (x)

x

)

or

lim
x→+∞

ln (
√
x)√
x

= lim
x→+∞

ln (x)

x
= 0 donc lim

x→+∞

(

λx− 1

2
(ln (x))2 − ln (x)

)

= 0

iii. Pour x > 0 , f(x)eλx =
1

x
e−

(ln(x))2

2 eλx = exp

(

− ln (x)− 1

2
(ln (x))2 + λx

)

−→
x→+∞

+∞ car lim
u→+∞

eu = +∞

et car ii. , donc il existe x0 > 1 , tel que , ∀x > x0 , f(x)eλx > 1 .

iv. Pour t > x0 ,

x
ˆ

1

f(t)eλtdt >

x
ˆ

x0

f(t)eλtdt >

x
ˆ

x0

dt = x− x0 −→
x→+∞

+∞ donc

la loi de X est à queue lourde .

X est une variable aléatoire positive de loi à support illimité à droite et admettant une densité f continue sur
R

∗

+ et continue à droite en 0. On note F la fonction de répartition de X .

∀x ∈ [0; +∞[ , r(x) =
f(x)

F (x)
, R(x) = − ln

(

F (x)
)

, F (x) = 1− F (x) , F ′ (x) = f (x).
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12. Pour x > 0 , R′ (x) = −F
′

(x)

F (x)
=

f(x)

F (x)
= r (x), R et R′ sont continues sur ]0;+∞[ continues à droite de 0,

R (0) = − ln
(

F (0)
)

= − ln (1) = 0 . On a donc R (x) = R (x) −R (0) =

x
ˆ

0

R′ (t) dt =

x
ˆ

0

r (t) dt.

Or R(x) = − ln
(

F (x)
)

, −R(x) = ln
(

F (x)
)

, exp (−R(x)) = F (x) donc

∀x ∈ [0; +∞[ , F (x) = exp



−
x̂

0

r(y)dy



 .

13. Ici liminf
x→+∞

(

R(x)

x

)

= ℓ > 0 .

(a) Pour x > 0 ,
R(x)

x
=

− ln
(

F (x)
)

x
de 5(f)iii pour ε =

ℓ

2
il existe x0 > 1 tel que

∀x ∈ [x0; +∞[,
− ln

(

F (x)
)

x
> ε , − ln

(

F (x)
)

> εx , ln
(

F (x)
)

6 −εx , F (x) 6 e−εx .

Donc ∃x0 > 1, ∃ε > 0 , ∀x ∈ [x0; +∞[ , F (x) 6 e−εx .

(b) λ ∈ ]0; ε[ , A > 0 . On remarque que F est une primitive de −f qui est continue. En intégrant par

parties,
Â

0

eλxf(x)dx =
[

eλx
(

−F (x)
)]A

0
−

Â

0

λeλx
(

−F (x)
)

dx = 1− F (A)eλA + λ

Â

0

eλxF (x)dx

donc,

Â

0

eλxf(x)dx = 1− F (A)eλA + λ

Â

0

eλxF (x)dx .

(c) Soit A > x0 , on a F (A) 6 e−εA et 0 6 F (A)eλA 6 e−εAeλA = e−(ε−λ)A −→
A→+∞

0

∀x ∈ [x0; +∞[ , 0 6 eλxF (x) 6 eλxe−εx = e−(ε−λ)x et comme ε− λ > 0 ,
+∞

ˆ

x0

e−(ε−λ)xdx =

[

−e−(ε−λ)x

ε− λ

]+∞

x0

=
e−(ε−λ)x0

ε− λ
donc

+∞
ˆ

x0

eλxF (x)dx converge, ainsi que

Â

0

eλxF (x)dx qui

est l’intégrale d’une fonction continue sur un segment. On en déduit que lim
A→+∞

Â

0

eλxf(x)dx ∈ R d’où

+∞
ˆ

0

eλxf(x)dx converge c’est à dire que

la loi de X n’est pas à queue lourde .

14. Inégalité de Markov : si Z est une variable aléatoire positive admettant l’espérance E(Z), alors pour tout α

strictement positif, on a : P (Z > α) 6
1

α
E(Z) .

X > 0 , de support illimité à droite, où loi de X n’est pas à queue lourde.

(a) X > 0 , x 7→ f(x)eλx est continue en restriction à [0; +∞[ donc admet une primitive sur [0;+∞[

X n’est pas à queue lourde se traduit par il existe λ > 0

tel que

+∞
ˆ

1

f(x)eλxdx < +∞ donc

+∞
ˆ

0

f(x)eλxdx converge c’est à dire que c = E(eλX) < +∞ .

(b) Pour x > 0 , en notant Z = eλX on a ,

F (x) = P (X > x) = P
(

eλX > eλx
)

= P
(

Z > eλx
)

6
inégalité de Markov

E (Z)

eλx
= ce−λx .

λ > 0 étant défini en (a) on a, ∀x > 0, F (x) 6 ce−λx .

(c) Pour x > 0 , R(x) = − ln
(

F (x)
)

et F (x) 6 ce−λx, ln
(

F (x)
)

6 ln
(

ce−λx
)

= −λx+ln (c) , − ln
(

F (x)
)

>

λx− ln (c)

donc
R(x)

x
=

− ln
(

F (x)
)

x
> λ− ln (c)

x
−→

x→+∞

λ et de P1.5.(g) on déduit que liminf
x→+∞

(

R(x)

x

)

> λ > 0 .
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3 PROBLÈMES DE QUEUES

Remarque : liminf
x→+∞

(

R(x)

x

)

= 0 traduit que la loi de X est à queue lourde .

15. X est une variable aléatoire positive de fonction de répartition F. La loi de X possède une queue longue

c’est à dire que ∀ε > 0 , ∃A > 0 , ∀x ∈ [A; +∞[ , ∀y ∈ [0; 1] ,

∣

∣

∣

∣

F (x+ y)

F (x)
− 1

∣

∣

∣

∣

< ε .

(a) Pour y ∈ [0; 1] , ∀ε > 0 , ∃A > 0 , ∀x ∈ [A; +∞[ , ∀y ∈ [0; 1] ,

∣

∣

∣

∣

F (x+ y)

F (x)
− 1

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

F (x+ y)− F (x)

F (x)

∣

∣

∣

∣

< ε

est la définition de lim
x→+∞

F (x+ y)− F (x)

F (x)
= 0 donc ∀y ∈ [0; 1] lim

x→+∞

F (x+ y)− F (x)

F (x)
= 0

(b) Pour y ∈ [0; 1] x > 0 ,

F (x + y)− F (x)

F (x)
=

1− F (x+ y)−
(

1− F (x)
)

F (x)
= −F (x+ y)− F (x)

F (x)
−→

x→+∞

0

donc ∀y∈ [0; 1] , lim
x→+∞

F (x+ y)− F (x)

F (x)
= 0 .

(c) Pour y ∈ [0; 1] , x > 0 , on a (X > x+ y)
⋂

(X > x) = (X > x+ y) et donc avec (b) et

P(X>x)(X > x+y) =
P (X > x+ y)

P (X > x)
=

1− F (x+ y)

F (x)
=

F (x) − (F (x+ y)− F (x))

F (x)
= 1−F (x+ y)− F (x)

F (x)

on déduit que ∀y ∈ [0; 1] , lim
x→+∞

P(X>x)(X > x+ y) = 1 .

(d) De (c) , et de la continuité de ln sur ]0;+∞[ , pour x > 0 ,

R (x+ 1)−R (x) = − ln
(

F (x+ 1)
)

+ ln
(

F (x)
)

= − ln

(

F (x+ 1)

F (x)

)

= − ln
(

P(X>x)(X > x+ y)
)

−→
x→+∞

− ln (1) = 0

donc lim
x→+∞

(R(x+ 1)− R(x)) = 0

16. F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire de loi à queue longue

se traduit par ∀ε > 0 , ∃Aε > 0 , ∀x ∈ [Aε; +∞[ , ∀y ∈ [0; 1] ,

∣

∣

∣

∣

F (x+ y)

F (x)
− 1

∣

∣

∣

∣

< ε or

≪

∣

∣

∣

∣

F (x + y)

F (x)
− 1

∣

∣

∣

∣

< ε≫ ⇐⇒ ≪

∣

∣F (x + y)− F (x)
∣

∣ < εF (x) ≫ ⇐⇒ ≪ (1− ε)F (x) < F (x+y) < (1 + ε)F (x) ≫

(a) λ > 0 .

i. Soit ε = 1−e−
λ
2 > 0 , donc 1−ε = e−

λ
2 , pour x0 = Aε on a ∀x ∈ [x0; +∞[ , ∀y ∈ [0; 1] , F (x+ y) > F (x)e−

λ

2 .

En particulier ∀x ∈ [x0; +∞[ , F (x+ 1) > F (x)e−
λ

2 .

ii. Pour n = 0 on a F (x0 + n) = F (x0) = F (x0)e
−λn

2 > F (x0)e
−λn

2 .
Supposons que pour un entier naturel n on ait F (x0 + n) > F (x0)e

−λn

2 .

de i. en prenant x = x0 + n on a F (x0 + n + 1) > F (x0 + n)e−
λ

2 >
recurrence

F (x0)e
−λn

2 e−
λ

2 =

F (x0)e
−λn+1

2

donc ∀n ∈ N , F (x0 + n) > F (x0)e
−λn

2 .

iii. De ii. pour n ∈ N on a F (x0 + n) > F (x0)e
−λn

2 , eλ
n

2 F (x0 + n) > F (x0) et en multipliant

par eλx0+λ
n
2 > 0 , on obtient eλ(x0+n)F (x0 + n) > F (x0) e

λx0+λ
n
2 −→

n→+∞

+∞ donc

lim
n→+∞

eλ(x0+n)F (x0 + n) = +∞

(b) Pour λ > 0 , soit g : x 7→ eλxF (x) . De (a) iii. on a lim
n→+∞

g (x0 + n) = +∞ donc g n’est pas bornée sur

R+ d’où

∀λ > 0 , x 7→ eλxF (x) n’est pas bornée sur R+ .

(c) Si liminf
x→+∞

(

R(x)

x

)

= ℓ > 0 de 13(a) ∃x0 > 1, ∃ε > 0, ∀x ∈ [x0; +∞[ , F (x) 6 e−εx . Pour λ =
ε

2
on a

∀x ∈ [x0; +∞[ , 0 6 eλxF (x) 6 e−
ε
2x −→

x→+∞

0 , donc x 7→ eλxF (x) est bornée sur [x0; +∞[ . D’autre part

x 7→ eλxF (x) est continue donc bornée sur [0;x0] donc x 7→ eλxF (x) est bornée sur [0;+∞[ contredisant
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3 PROBLÈMES DE QUEUES

ce qui a été établi en (b) .

Conclusion liminf
x→+∞

(

R(x)

x

)

= 0 .

(d) Si X est à queue longue alors de (c) on a liminf
x→+∞

(

R(x)

x

)

= 0 ce qui avec 3 traduit que la loi de X est à

queue lourde. Si X est une variable aléatoire de loi à queue longue cette loi est a une queue lourde .
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