Corrigé ESSEC math II éco 2015

1 Limite inférieure d’une suite et d’une fonction

Définitions : (a;b) € N? | [a;b] = {k|k € Z , a < k < b}.
(Zn)nen suite de réels, I ensemble fini d’entiers naturels, mi}l (x;) = min{a; i € '}
1€

1.

. (=1y . 11 1 1
min — =mingl;——;-;——p = —=
iel0;4] ¢ + 1 2°'3 4 2

2. Soit (2 )n>0 une suite de réels positifs.

(a)

(b)
()

(d)

V(n;k) € N? ju, (k) = [[min k]]xi =min{z;|j € [n;n+k]} > u, (k+1) car
i€[nn+k

{zjlj € [mn+ K]} C{x;|j € [nsn+k+1]}
donc ‘ Vn € N | (un(k))ken est décroissante ‘

(un (k))k>0 est décroissante minorée par 0, donc elle converge . | u,, = i lim  w, (k)
—+00

Soit (n;k) € N? [ {z;lj€[n+1L;in+k+1]} C{z;]j € [n;n+k+1]}, donc
Unt1(k) =min{z;|j € [n+1;n+k+ 1]} >min{z;|j € [n;n+k+ 1]} = u, (k+ 1), donc
Un+t1(k) = un(k + 1) > uy, car (un(k))r>o0 est décroissante.

Vk € N, upy1(k) > up , en passant & la limite up41 2> u, , done ‘ (Un)n>0 est croissante ‘

(tn)n>0 étant croissante elle admet une limite (qui peut étre +00).
La limite inférieure de la suite (z,,)n>0 est liminf (z,) avec liminf (x,) = lim ( inf (xk))
n—+oo n—+oo n—+00 \ k€[n;+oo]

3. (Yn)n>0 et (zn)n>0 sont les suites réelles positives définies par :

YneN, y,=1+(=1)"etVn eN, zn{

()
(b)

()

2 sin est pair

n  sin est impair

Jnz0 - On a uy, (0) =14 (—1)" = y,, et pour k € N*, u, (k) =0, donc u,, =0 .
>

i. Cas de (y,
(zn)n>0 - On a uy, (0) = 2, , et pour k € N* | u, (k) =2, donc u,, =2 .

ii. Cas de
rlzlin}rlg (yn) =0 et }llgl}r%g (zn) =2
(Zn)n>0 est une suite croissante de réels positifs, on note ¢ = lir}rl Tn.
n——+0o0o
Pour k € N, u, (k) = {z;|j €[nmn+k]} = z, donc v, = lim wu, (k)= lim =z, = ¢, donc
k——+o00 k—-+o00

lim wu, = ¢ c’est a-dire liminfx, = £.
n—-+oo n—-+oo

(Zn)n>0 est une suite décroissante de réels positifs, convergente vers un réel £ .
Pourne N, k€N, u, (k) =min{z; [j € [msn+k]} = 2ngi , up = lm uy (k) = lm x4, =4

k——+oo k—+oo
donc £ = lim w, = liminf (z,) .
k—+o00 n—-+o0o
i. I est un intervalle ouvert de R, r € N* et Vi € [1;7], o; € I.
Comme {a; |¢ € [1;7] } est fini, il existe j € [1;7] tel que a; = min{e; |i € [1;7] } c’est & dire que

siVi € [1;r], a; € I, I intervalle de R , alors , H[[lin]ai el
1€ 1;r

(n)n>0 converge vers £ , se traduit par, Ve > 0, AN, € N, Vn € [Ng;+o0[ , |2, — ¢ < €.

Pour5>0,onaVne[[Ng;—l—OO[[,f—sgxngf—i—aetdoncf—sgk [[inf ka<f+setdonc
€n;+oo

ii. ‘ (n)n>0 est une suite de réels positifs convergente vers ¢ réel positif

¢ — ¢ < liminf (z,) < £+ ¢, ceci étant vrai pour tout € > 0, on déduit que | liminf (z,) = £|
n—-4o0o n—-4o0o

5. f est une fonction continue sur a valeurs dans R .

(a) Pour z réel positif fixé, on définit la fonction ¢, sur Ry par :| Yh >0, ¢,(h) = min f(u) |

u€[z,z+h]

On notera que du fait que f est continue sur [x; x+h] , elle atteint son minimum sur [z; z+h] (théoréeme).
Si0<h<t, {f(u)u€elz;z+h]} C{f(u)|j € [r;z+1t]} donc

min {f (v) |u € [x;2 + h]} > min{f (u) |u € [z;z + ]} soit @, (k) > @, (t) dou

‘ ., est décroissante sur R ‘
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(b) @5 est décroissante minorée par 0 donc admet une limite en +o0o (théoreme). | ®, = lim ¢, (h)

h—+00
(c) Si0 <t,ona {f(u)|u€ [z;+oo[} D {f (u)|u € [t;+o0[} donc
D, hBT gom( ) =min{f (u) |u € [x;+o0[} <min{f (u)|u € [t;+o0[} = 111}r1OO wi(h) = Dy
d’ou ‘ x +— @, est croissante sur R ‘
(d) mll)l}_looq)z existe car  — ®, est croissante sur Ry (théoreme).
La limite inférieure de f est ilglj_r;g (f(z)) = mEToo min { f (u) |u € [z;400[}
T si x appartient & [0;1]

(e) f est la fonction continue sur Ry définie par : f(z) = ' L
2 —2x six appartient a [1;2]

et telle que f(z) = f(x + 2) pour tout réel positif z, (f est périodique de période 2).
i. Représentation graphique de f sur le segment [0;4].

ii. Le minimum de f sur un intervalle de longueur une période 2, vaut O donc si z > 0 et h > 2 |

wi(h)=0.
i B, = lim @.(h) =0 donc 0= lim ®, — liminf
iii Rim o (h) onc plm 1m-1£of( x).

(f) f est une fonction quelconque continue sur Ry & valeurs dans Ry , et on a les notations de 5a et 5b.

i. Soit > 0 pour h > 0 positif, on a f(z) > min {f (u) |u € [z;z + h]} = @, (h).
ii. En faisant tendre h vers 400 , f(x) > hhm @z (h) = ®, donc
— 400

‘Vx € [0;400[, f(z) = @, =min{f (u)|u € [x;+00[} ‘

1
iii. On suppose que ¢ = liminf (f(x)) > 0, c’est & dire lim ®, =¢ >0 . Soit ¢ = 3 il existe zp > 1

— 400 Tr——+00

tel que Vz € [xg;+o0], | P — €| <eetdonc f(z) 2P, 20 —c=c.

14
Si £ = liminf (f(z)) > 0, pour € = 5> 0, il existe zg > 0 tel que Vo € [xo;+o0], f(z) = D, > |

T—r+00

(g) Soit f et g deux fonctions continues de Ry dans R telles que| Vz > 0, f(x) > g(z) et liminf (g(z)) =£¢> 0|

Tr—r+00

min {g (u) |u € [z;+o00[} < min{f (u) |u € [t; +oo[} et donc
£ = liminfg(x) = hm (min {g(w)|u € [x;+0[}) < lim (min{f (u)|u € [t;+o0o[}) = liminf f(z)

T—r—+00 T—+00 T—+00

alors hmlnf( (x)

2 Lois sous-exponentielles

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (£2; A; P).
Si X est une variable aléatoire réelle positive de fonction de répartition F, F' la queue de la fonction de
répartition est définie par F(x) = 1 — F(z) = P(X > ) pour tout x positif.
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px(n) = P(X =n)
6. X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N, Vn € N, py(n) = P(Y =n)

pxav(n) = P(X+Y =n)

(X = k))pen et un systeme complet d’évenements donc, en utilisant la formule des probabilités totales, pour
neN,

px+y(n):P(X+Y:n):ZP<(X+Y:n)ﬂ(X:k)) :ZP((Y:nfk)ﬂ(X:k))
keN

keN

oy indé:pendames ZP (Y=n-k)P(X =k =Y P((Y=n—k)P(X =k) donc

VneN, pxyy(n ZPX oy (n —k)|.

On admet que si X et Y sont deux variables aléatoires réelles positives indépendantes, densité respectives
fx et fy continues sur R} et continues a droite en 0, X +Y admet une densité notée fx * fy définie

par, Vo >0, fx * fy)(x /fX My (x —u)du

Fx .y est la fonction de repartmon de la variable aléatoire X + Y.

7. A>0, X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de parametre A\ , f une

densité et F la fonction de répartition. | Vo >0, f(z) = Ae™?*

(a) Pourz >0, F(z) =1—e? = /)\e_)‘tdt et| F(z)=1—F(x)=e
0

x x

(b) Soit x >0, (f * f)(z fx@)fy(z —w)du= [ e ™ Ae A== dy = N2~ [ dy = N2ze
-/ / /
(c) Pourx >0, Fxiy(z) = /)\Qte"\tdt = [t (—e7)], — /)\ (—e=M)dt = [Xt (—e=™) = (—eM)];
0 0

V>0, Fyiy(@)=1- Qe t1)e™

Fxiv(z) (Az+1)e ™

— = =Xx+1d
F) v x onc

(d) De (c) pour z >0, Fxiy(x) = Az +1)e ™ F(z) = e

F
lim M = +o00|.
T—+o00 F(:p)

8. X est une variable aléatoire positive, F' = Fx .

X est & support illimité a droite si pour tout z positif, F(z) > 0

Remarque : Du fait que F et décroissante & valeurs dans [0;1] , X n’est pas & support illimité & droite signifie
qu’il existe a > 0 tel que Va € [a;+00[, 0 = F (a) = F () > 0, donc Yz € [a; +oo[ , F (x) = 0.

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes positives, de méme loi a support illimité a droite, de
fonction de répartition commune F.

(a) On remarque que sia > 0et b >0, alors, a+ b > max (a;b) donc , pour >0,
(max(X;Y) >2) C (X 4+Y >z) dou Fxiy(z) =P (X +Y >z) > P(max(X;Y) > ) donc

Vo >0, Fxyy(r) > P(max(X;Y) > x)
(b) (max(X;Y)<z)=(X <z)(Y < 2), et de I'indépendance de X;Y on déduit que
Pmax(X;Y)<2) =P (X <2)N(Y <2)=P (X <2)P(Y <x)=F%(x) dou
| P(max(X;Y) > ) =1 - F*(2) |

1-F2(z) (1-F()(1+F(z) , B . 1—F%x)
(c) Pourz >0, o) 1= F @) =1+F (z)et mETwF(:E) =1, donc IETOOW =2
(d) Pour z > 0 de (ab) on a Fx,y(z) > P(max(X;Y) > z) =1 — F?(z) donc
F)%(ng) > 11_1;2((;) =14 F(z) — 2de Pl (5g) on obtient | limint (%‘;;@) >2
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9. | Soit X une variable aléatoire positive de fonction de répartition F. On suppose que la loi de X est a support

illimité & droite. On dit que cette loi est sous-exponentielle si , lim FX+7Y()
z—+00 F( )

fonction de répartition de la somme des deux variables aléatoires réelles positive X et Y indépendantes,

de méme loi et de fonction de répartition F.

X et Y sont des variables aléatoires réelles positives indépendantes de méme loi sous-exponentielle.

=2 ,0u,Fx y estla

(a) Soit 2 > 0 comme X ;Y sont & valeurs positives, (X > ) C (X +Y > z) donc
(X+Y>ac)ﬂ(X>J:) (X >x) _
P(X+Y X P (X F 1
PX+Y >z Fxiv(z)  Fxiy(z) zotee 2

hm P(X+Y>I)(X > .I')

T+ 2

(b) De 8(bc) on a P(max(X;Y) > x) =1— F%(z) et

P(ma (_X Y)> ) = 1:F2(z) — 2 donc de (a)
F(x) ) ooi=

P(X+Y >xz)  Fxyy(a) F(x) 2><1 dov. | Lim P(X+Y >z) _

Pmax(X;Y) >2)  F(z) Pmax(X;Y) > ) aotoo 2 v Foo P(max(X;Y) > )

(¢) ((max(X;Y) < z); (max(X;Y) > z)) est un systeme complet d’événements.
En utilisant la formule des probabilités totales on obtient
PX+4+Y >2) = P(X+Y>2)N(max(X;Y)<x)) + P(X+Y >2z)N (max(X;Y) > z)) or de
X >0etY >0 on déduit que
(max(X;Y) >2) C (X 4+Y >z) donc (X +Y >2)N(max(X;Y) > ) = (max(X;Y) > z) d’on
|P(X+Y >2)=P((X+Y >2) N (max(X;Y) < 2)) + P(max(X;Y) > )|

(d) Pour x >0, de (c) on a
P(X+Y>z)n(max(X;Y)<z) PX+Y >2z)—Pmax(X;Y) > x)
Pmax(X;Y) > z) B P(max(X;Y) > z)
_ P(X+Y >x) 1 — 0
P(max(X;Y) > z) 400
done .| lim P((X+Y >z)Nn(max(X;Y) < x))
" 2= 400 P(max(X;Y) > x)

(&) PIX+Y >2)=P (X +Y > )N (max(X;Y) < 2)) + P(max(X;Y) > z)
= P(max(X;Y) > x) (1+ P((X+Y >z)Nn (max(X;Y) < x)) )

=0].

donc

Pmax(X;Y) > x)
P(X+Y>2z2) ~ Pmax(X;Y)> )

Tr—r+00

3 Problemes de queues

f est une densité de probabilité sur R nulle sur R* et continue sur R} et I est la fonction de répartition

associée. On dit que la loi de probabilité définie par la densité f possede une loi & queue lourde si pour
“+oo

tout A strictement positif, I'intégrale /f(x)e)‘zdx est divergente, c’est-a-dire que pour tout réel A > 0,

lim /f(z)e/\mdx =400 .

a——+oo

—+o0

10. X est une variable aléatoire de densité f. On suppose que /f(x)e’\”“'dac =400 .
Si X n’est pas a support illimité a droite il existe x > 0 tel que F (z) = 0 de la positivité et de la décroissance
de F on déduit que Vi > =, F (t) = 0=1—F (t) . Comme [ est continue on a Vt € [z;+00[, 0= F' (t) = f (¢)
et doncVA > 0Vt € [z;+00[ , f(t)e* = 0 donc
[e’s) —+oo xT

/f(t)e)‘tdt =0 et donc /f(t)e”dt = /f(t)e/\tdt < +oo contredisant I’hypothese.

‘ Si la loi de X est a queue lourde, elle est a support illimité a droite |

11. Etude de quelques lois particulieres :
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(a) Si f est une densité de loi exponentielle de parametre p > 0 continue sur |0; +o0o[ alors pour A € ]0; y[
—+o0

—(n=X)
Vo € [1;+oc], f ()M = pe~H=N= or /e_(“_/\)”“'dx =< 1 et done /f(x)e”d:v < +oo .
[

1
‘ Une loi exponentielle n’est pas a queue lourde. ‘

(b) | f vérifie f(x) =

S si « est positif ou nul et f(x) = 0 si = est strictement négatif|.

.Onadonc f>20surR, f est continue sur R*, enfin f est nulle pour les valeurs négatives et

11 1
t>0, f(zx)de = [ f(x)dx = 7d = |- =— +1 — 1,d
pour t > / T = / T = / 5l 2 i [ 1 }0 T1: . , donc

— 00
‘ f est une densité de probablhte ‘
e/\w ekz /\1< _%)
ii. A\>0.Powrz>0,142 ~ z,——s ~ —=¢ 2@tz _, v — 400
T—+o00 (1 + x)z z—+oo T2 T—+o00
car
Az
lim 22 —0donc lim Az (1 — %(I)) =400, et lim e" = 4ocodonc lim - = +4o00.
z—+oo T z—+00 € u—+00 T—>+00 (1 -+ J,’)
Az
e
Donc il existe xg > 1, tel que Ve > 29, ————= > 1
0 q =2 X0 (1+:L')2 =z

x xr xr
ili. Pour @ > g , /f(t)eMdt > /f(t)eMdt > /dt =T —xg — +00 donc
r—r+00
o o

‘ la loi définie par f est a queue lourde ‘

c) ‘ Z est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite et X la variable aléatoire définie par X =e

Ve eR, & (x

]

i. X, (Q) C]0;+400[ . Soit z € ]0; +00[ on a
Fx(z)=P(z<z)=P(e? <2) =P (Z<In(z)) =@ (In(x)).

. 1 _(n(=)?
Pour z € |0; +00[ , soit f (z) = F§ (z) = —e 2
x

f: R — R est une densité de X |.
0 si <0

—e 2 si x>0

2
1 1 1 11
ii. Pour A\>0onalr—-(Inz)?—lnz=Xx|1-— QD(\/E) _ 1) or
2 2\ VT A oz
1 1 1
lim — (V) = lim — (z) =0donc| lim <)\x ——(In(2))? —In (x)) =0
r— 400 \/E r—+oo I r— 400 2
iii. P 0 ’\”J—lfw’\z— 1 11 24 li “
iii. Pourz >0, f(z)e = e e’ =exp | — n(x)—a(n(x)) + Az ST —l—oocaru_l)glooe
et car ii. , donc |il existe zg > 1 , tel que , Vo > f(ac)e’\c” >1 ‘
iv. Pour t > zp , /f(t)e)‘tdt > /f(t)e)‘tdt > /dt =z —x —— +00 donc
Tr—r+00
o Zo

‘ la loi de X est a queue lourde ‘

X est une variable aléatoire positive de loi a support illimité a droite et admettant une densité f continue sur
R et continue a droite en 0. On note F' la fonction de répartition de X.

Yz € [0;+o0[ , r(z) =

1@

F) R(z)=—In(F(z)) , F(z) =1—F(2), F' (z) = f (2).
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Fla) _ f@

12. Pourz >0, R (z) = —=—+ = =—~ =r(x), R et R’ sont continues sur ]0; +oco[ continues a droite de 0,
Flz)  F(z)
R(0)=—-In(F(0)) =—In(1)=0.Onadonc R(z) = R(z) — R(0) = /R’(t)dt = /r(t)dt.
0 0

Or R(z) = —In(F(z)) , —R(z) =In (F(z)) , exp (—R(z)) = F(x) donc

Va € [0;4+00[ , F(x) = exp /r(y)dy
0

13. Ici | liminf <R($)) —>0]|
T—r+00 X
R —In(F 1
(a) Pour z >0, (z) = n (F(@) de 5(f)iii pour & = 3 il existe zg > 1 tel que
T x

—In (F(z))
x
Donc |3zg > 1, 3¢ > 0, Va € [ro; +00[ , F(x) < e5% |

Vo € [x0; 400, >e,—In(F(z)) >ex ,In(F(z)) < —ex , F(z) <e .

(b) ‘)\ €10;e[, A>0 ‘ On remarque que F est une primitive de —f qui est continue. En intégrant par

parties,

A A A
/e’\zf(ac)dac = [eM (-F (3[:))]104 - /)\e’\c” (=F (z))de =1—F(A)e*M + )\/e’\zf(x)dx
0 " 0 . 0
donc, | [ M f(x)dz =1 —F(A)eM + X [ M F(x)dx |

/ /

(c) Soit A >z ,onaF(A) <e et 0< F(A)eM e M == (e-M4 A—+> 0
—+00

Va € [xo; +oo[ , 0 < eMF(z) < eMe % = ¢~ (=N ot comme e — A >0,

Foo +o0 +oo A
e~ (e—Nz e—(e=A)zo . -
/ e~ EN2dy = [—7)\} = donc /e’\zF(ac)dac converge, ainsi que /e’\”“'F(ac)dac qui
€— €—
o o zo 0
A
est I'intégrale d’une fonction continue sur un segment. On en déduit que AhIJIrl e”\zf(x)dx € R d’ou
— 400
0
—+oo
/e/\xf(x)dx converge c’est a dire que
0

‘ la loi de X n’est pas & queue lourde ‘

14. | Inégalité de Markov : si Z est une variable aléatoire positive admettant 'espérance E(Z), alors pour tout «
1

strictement positif, on a : P(Z > a) < —E(Z) .
e

X >0, de support illimité a droite, ou loi de X n’est pas a queue lourde.

(a) X >0,z f(x)e est continue en restriction & [0; +-00[ donc admet une primitive sur [0; +o00]

‘ X n’est pas & queue lourde se traduit par il existe A > 0 ‘

—+o0 —+o0
/ f(z)eMdr < +oo done /f(x)e’\”“'dac converge c’est & dire que ‘ c=E(eM) < +o0 ‘
1 0

(b) Pour z > 0 , en notant Z = e*X on a,

F(,CC):P(X>:C):P(6AX>ekz):P(Z>e/\w) <

inégalité de Markov

A > 0 étant défini en (a) on a, Vo > 0, F(z) < ce 7|,

E(Z)

e/\x

= ce M,

(c) Pourz >0, R(z) = —In (F(z)) et F(z) < ce™*,In (F(z)) <In(ce™*) = =Az+In(c) , —In (F(z)) >

Az —In(c)
R —In(F 1 R
donc (z) = n( (ac)) >\ — n (c) — X et de P1.5.(g) on déduit que | liminf (ﬂ) >A>0|
T T xT T—+00 r—400 T
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R(x)

X

Remarque : | liminf (

Tr—r+00

) = 0 traduit que la loi de X est & queue lourde |.

15. | X est une variable aléatoire positive de fonction de répartition F. La loi de X posseéde une queue longue

F(zx+vy)

c’est a dire que Ve >0, 3A > 0, Vo € [A; 400, Vy € [0;1] T 1‘ <e.
T
F F ~F
(a) Pour y € [0;1] ,Ve >0,3A >0, Va € [4;4+00[ , Yy € [0;1] , ‘M—l’ :’ (x—i—_y) (z) <e
F(x) F(x)
est I définition de Tim L =F@ ool vyeo1)  tm TERV-F@
T——+00 F(x) T——400 F(x)
(b) Poury € [0;1] 2z >0, _
Foty) - Fa) 1-Ta+y-(-Tw) Fety -Fa) _
F(x) F(x) F(x) z—rto0
F - F
donc |Yye [0;1], lim (@ +_y) () =0}
x—+00 F(.I')

(c) Pouwry € [0;1],2>0,0ona (X >x+y) (X >x)=(X >z +y) et donc avec (b) et
PX>ax+y) 1-F+y F)-Flty -F)

17F(£L' +y)— F(x)
P(X > ) F (x) F (x) F(x)
on déduit que | Vy € [0;1] , 2111 Pxso(X >z +y)=1/.

P(X>$)(X > £E+y) =

(d) De (c) , et de la continuité de In sur ]0; +oo[ , pour >0 ,

R(z+1)~R(@) = —In (F(z + 1)) +In (F()) = —In (%) = (P (X >24y)
—In(1)=0 ’
donc zBIJIrloo(R(x +1)—R(z))=0
16. ‘ F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire de loi & queue longue ‘
se traduit par Ve > 0, 3A. > 0, Vz € [A.; o0, Vy € [0;1] , %—1 <eor
. ‘% _ 1‘ <er e <|[Flaty) —F(2)| <F(a)» >« (1) F @) < Floty) < (1 +2)F(a) »

A A —
i. Soite=1-¢"2 >0,doncl—e=¢"2 ,pour kg = Ac ona|Vx € [xo;+oo[, Vy € [0;1] , F(z+y) > F(x)e”

wl>

Enl Enl A
2

En particulier | Vz € [zg; +oo[ , F(z+ 1) > F(x)e™

ii. Pour n=0ona F(zg+n)=F (r9) = F(zo)e ** > F(xg)e 2.
Supposons que pour un entier naturel n on ait F(zo +
de i. en prenant x = 9 +n on a F(zg +n+ 1) > F(zg + n)e”

recurrence

F(z)e %

donc |Vn € N | F(zg +n) > F(zg)e 2

iti. De ii. pour n € Non a F(zg +n) > F(z9)e 2 , e*2 F(z¢ +n) = F (x0) et en multipliant
n — — . n
par e*T22 > (| on obtient @0t E(2g +n) > F (z0) e 0T 2 7, Too donc
n—-+00o

lim eM#o+t)F(2g 4+ n) = +o0o
n—-+oo

(b) Pour A >0, soit g : @ = e F(z) . De (a) iii. on a lir}rl g (xg +mn) = +oo donc g n’est pas bornée sur
n——+00o
R, d'ou

YA >0,z e’ F(x) n'est pas bornée sur Ry |.

R —
(c) Si liminf ( (ac)) ={¢>0de 13(a) Jzg > 1,3 > 0,Vx € [xo;+00[, F(x) < e . Pour A = % on a

Tr——+00 €T

~—

x

[\J[e)

Va € [wo; +oo[,0 < eMF(z) <e” — 0, donc x > e* F(x) est bornée sur [xo; +oo[ . D’autre part

T—+00
x + e F(z) est continue donc bornée sur [0; 7] donc z +— e** F(x) est bornée sur [0; +oo| contredisant
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ce qui a été établi en (b) .

Conclusion | liminf (R(:E)) =0\

xr— 400 xX

(d) Si X est a queue longue alors de (¢) on a liminf (R(:E)) = 0 ce qui avec 3 traduit que la loi de X est a

xr— 400 xX

queue lourde. ‘ Si X est une variable aléatoire de loi a queue longue cette loi est a une queue lourde |
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