Corrigé de 'EM LYON 2016 Voie E

Exercice 1

1 0 O 0 0 O 0 1 0 a+c b c
I=(o 1 0],0=l000]),4=(10 1],¢6= b a+2 b |, (abc)eR?
0 0 1 0 0 O 01 0 c b a+c
Partie I : Etude de la matrice A
0 1 0 0 1 0 1 0 1
1. A2=(1 0 1 1 0 1]=(0 2 0
01 0 0 1 0 1 0 1
0 0 O a—+c b c
2. Soient (a;b;c) €ER3, ona O =al +bA+cA2 <= | 0 0 0 | = b a+2 b = a=0b=
0 0 O c b a+c

c=0,
donc la famille (I; A; A?) est libre.

3. (a) A est une matrice symétrique de M3(R) donc est diagonalisable.

(b) Recherche des valeurs propres de A.

0 T - 1 0
Soient , 0= 0 | , V=|y |, VeMsgi(RetAecR, A=A = 1 =X 1 ]. Des
0 z 0 1 =X
équivalences
-Xx+y = 0
<Veker(A-—A)»<—= <(A-A)V =0>» = z—Xdy+z = 0 —
= Az _ g el
(1=M)y+Xxz = 0 (2-M)y =0 1 1 = z
Lo < z—dy+z = 0 <— 0 - 1 z =0
y— Az = o Dhths y—XA = 0 0 0 2-2)2 y

on déduit que < A est valeur propre de A » <= « A — Al n’et pas inversible » <= <« —A = 0 ou
2= N =05 <€ {0;—v2V2} >
Déterminons une base de ker (A — AI)

0 = 0
—V2;Veker(A+V2I) <= z+V2y+2z = 0 <
y+v2z = 0
z 1 1
V= -2z =z =2 . Soit V] = -2 , (V1) est une base de ker (A—|— \/5[)
z 1 1
2y =0
e =0;Veker(Ad) <= (¢ z+2z = 0 =
Y = 0
—z 1 1
V= 0 | =-= 0 | . Soit Vo = 0 |, (V2) est une base de ker (A).
z -1 -1
0 =0
o \=12; VEkerA \/_I r—V2y+z = 0 —
y—v2z = 0
Z 1 1
V= V22 | =2 \/5) Soit V3 = V2 , (V3) est une base de ker(Af\/ﬁI).
z 1 1
1 1 1
Soit P=(ViVaVa)=| —vV2 0 V2 |,
1 -1 1
0 1 0 1 11 0 V2 1 11 -2 0 0
AP=1[1 0 1 -2 0 V2 0 2 |=[-v2 0 V2 0 0 0
01 0 [ | 0 V2 1 -1 1 0 0 V2
V2 0 0
AP = PD avec D = 0 0 O
0 V2
Les vecteurs propres Vl,VQ, V3 de A sont associés a des valeurs propres deux a deux distinctes donc
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constituent une famille libre, donc P est inversible et donc

1 11 -Vv2 0 0
A=PDPltavecP=| —vV/2 0 V2 |etD= 0 0 0
1 -1 1 0 0 V2
-2 1 1 11 4 00 L[ V21
Note tPP = 0 —1 V2 0 V2 |=[0 2 0 |dmcPl=-|2 0 -2
4
V2 S | 00 4 1 V2 1
1 0 1 010 0 2 0
4. A3=A2A=(0 2 0 1 0 1= 2 0 2 | =2A. Note X2 —2X est un polynéme annulateur de
1 0 1 01 0 0 2 0
A | on retrouve que 0; —v/2; /2 sont les valeurs propres possibles de A .
Partie II : Etude d’une application définie sur £
a+c b c
1. &€= b a+2 b |(a,b,c)€R3 :{aIerAqLCAQ‘(a,b,c)GRg}:vect(I;A;AQ).
c b a+c

€ est un sous-espace vectoriel de M3(R) engendré par (I; A; A?) qui est une famille libre (Partie I. 2) donc
une base de £, d’ou £ est de dimension 3.

2. Soit M un élément de £. Il existe (a;b;c) € R? tel que M = al +bA+cA? donc AM = A (al +bA + cA?) =
aA+bA% +2cA = (a+ 2¢) A+ bA? donc la matrice AM € € .

‘ f est Papplication de £ dans £ qui, & toute matrice M de &£, associe AM ‘
3. Onavuquesi M € & alors AM € &, donc f est une une application de & vers £.
Pour (M;N,)\) € E2 xR, f(M+AN) = A(M+AN) = AM + MAN = f(M) + \f (N) donc f est un
endomorphisme de I'espace vectoriel £.
4. Soit (a;b;¢) € R® | M = al +bA + cA? | f(M) = (a+2¢) A+ bA? donc la matrice F' de f dans la base
(I; A; A?) de & vérifie

a 0 0 0 O a 0 0 O

F b = a+ 2c = 1 0 2 b donc F' = 1 0 2

c b 0 1 0 c 0 1 0
fofof=2f.

5. (a) Soit M €&, fofof(M)=A3M =2AM = 2f (M) donc
(b) Soit M un vecteur propre de f relatif & la valeur propre A .
Ona fofof(M)=2f(M)et f(M)=AM, fofof(M)=f(f(AM))= f(\M) =M donc
2AM = A\3M et comme M # O3 on déduit que
‘ Toute valeur propre A de f vérifie : A3 = 2\ soit A3 —2A =0 ‘

(c) Soit A une valeur propre de f , ona 0= A3 —2X =X (A+v2) (A — V2). Soit M = al +bA + cA?

e A =—V2 . Base de ker (f + v2Idg). De M € ker (f + V2Ids) <>
V2 0 0 a 0 V2a =0 a 0
1 V2 2 b = 0 |<={ a+vV264+2c = 0 — b = —cV2 =
0 1 V2 c 0 b+v2e = 0 c
0
cl =v2 on déduit que (—\/514 + A2) est une base de ker (f + \/Eldg) qui est de dimensionl
1
o)\ =0 . Base de ker (f).
0 00 a 0 0 =0
Meker(f)y<= | 1 0 2 b |=[ 0 |]<< a+2¢c = 0 <= M =al donc (I) est une
0 1 0 c 0 c = 0
base de ker (f) qui est de dimensionl
e A\ =/2. Base de ker (f — v2Id¢). De M € ker (f — V2Ide) <
V2 0 0 a 0 —V2a =0 a 0
1 -2 2 b = 0 |<={ a—V20+2c = 0 b = V2 =
0 1 —V2 c 0 b—2¢ = 0 c
0
c| V2 | on déduit que (\/§A + A2) est une base de ker ( f—2I dg) qui est de dimensionl
1

1. f n’est pas bijectif car 0 est valeur propre de f, f est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
3 et la somme des dimension de ses sous espaces propre vaut 3 donc fest diagonalisable.
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2. Im (f) a pour base (A;A?) car A = f(I), A% = f(A), et ker(f) a pour base (I), et que (I; A; A%) est une
base de £ . On a dim (Im (f) + dim(ker(f)) = dim (£) : théoréme du rang.

3. Soit (a;b;c) € R3 tel que M = al + bA + cA?
(a) f(M)=T+ A2 < (a+2c) A+bA2 =T+ A? & —T+ (a+2c) A+ (b—1) A% = O3, impossible car

(I A A2) est une famille libre
f(M) =1+ A? d’inconnue M € En’a pas de solution.

(b) F(M) = A+ A? = (a+2) A+ bA? = A+ A2 = (a+2c—1) A+ (b—1) A2 = O3 <= <« b—1 et
a=1-2cs> < M= (1-2c)A+ A?
donc| f(N)= A+ A% d’inconnue N € & a pour ensemble de solution {(1 —2c) A+ A% [ce R} |

Exercice 2

2 .
Wt € [0; +ool, f(1) { t f)ln(t) : i 7:8 10,69 < In(2) < 0,70,

Partie I : Etude de la fonction f

1. Sur J0;+oo[ , t+t , t ~— In(¢) sont de classe C*°, donc les produits ¢ + t2 , ¢ — tIn (¢) sont de classe C> |
leur différence t — t? — t1n(t) est de classe C°° .

On en déduit que fest de classe C™ sur |0; +00[ . D’autre part lim #1n (t) = 0 (cours) donc lim t2—tln(t)=0
t—0 t—0

‘f est continue sur [O;Jroo[‘.

2. f est classe C? sur ]0; 4+o0[ et pour tout ¢ €]0; +oo],
F(t) = —thn(t), f/(t) =2 —In() — 1, /(1) =2 =.

| =

3. Pourt >0, f(t)=t>—tIn(t) =2 <1—@) H?OOF S, oo f <%> =In(2) >0;
f<l> _1+2In(2)

2 4
1
t 0 5 +00
signe (f” (t)) | n - 0 +
+00
fr(@) hN e
In (2)
signe (f’ (¢)) I + .
+00
In (2) 4
1+2In(2
e
0
) . | . -
4. On note C' la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O; i, @ ).
t) — t2 —tln(t) —
(a) Pour t > 0, I® ; 1) = Itl( ) =0 =1t —1In(t) — +oo, donc C' admet (Oy) comme demi
t—0

tangente en O .

1
(b) f” s’annule en changeant de signe uniquement en 2 donc C' admet un point d’inflexion et un seul, I
1+2In(2
de coordonnées (1; %n()) .

(¢) Tracer de C.
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5. La fonction f est strictement croissante sur [0;+oo[, et f(1) =1 —1In(1) =1 donc

Iéquation f(t) = 1, d’inconnue ¢ € [0; +00[, admet 1 pour unique solution ‘

Partie II : Etude d’une fonction F de deux variables réelles

F :]0; 400> = R de classe C2, définie, pour tout (z,7) de ]0; 400, par F(z,y) = zIn(y) — yIn(z)

1. (a) Dérivées partielles premiéres de F .

Y (z59) €10; 400, p= i F (z39) = In(y) — % 1 q=0oF (x3y) = g — In(x)

(b) Soit (z,y) € ]0;+oo[.

my)-Z = 0
x
< (x,y) est un point critique de F'»> <= «p=¢=0> < =
r_ In(z) = 0
1 Y 1
Y x
- = 1 - = 1 —In(l - =
) - Y = 0 o)~ — ()~ n(n(e) - s = 0
z/y > 0 = x/y > 0 <— In(x) >
z T T
= = In(x) =y =y
Y In(x) In(x)
f(n(z)) = 1
— T > 1
LiIn(z)L; _r  _ y
In(x)
(¢) De Partie I 5) et Partie IT 1.(b) on a < (z,y) est un point critique de F' » <=
In(z) = 1 T = ¢
P el 7 s @y=(eo
In(x) 4 In(e) Y

‘ (e;e) est 'unique point critique de F‘ .

2. Calcul des dérivées partielles seconde de F' .
Soit (z,y) € ]0; +o0[.

1 1
r=O7F (wy) = 55> 0,5 = F (53y) = hF (riy) = — 1+ = %BF (z59) =~ et pows

1 1
(x;9) = (e;e) on a 82 —rt = 02 — - <—> > 0, donc la matrice hessienne de F' en ( Z

s
a deux valeurs
e e

t

propres de signes contraires c’est a dire que ‘ F n’a pas d’ extremum local en (e;e) ‘

Partie III : Etude d’une suite récurrente

1
uo = 3 et VneN, upyr1 = flun) |

_ 1422 142x0.69 1

1
1. La fonction f est strictement croissante sur [0;+oo[ , de plus f (5) 1 > 1

F)=1.
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1 1 1 1
On a ug = 3 donc ug € {5, 1} . Si pour un entier n , 3 < uy < 1, de la croissance de f sur {5, 1] ,on a

1 1 1 1
3 <f (5) < flun) =ups1 < f(1) =1 c’est & dire que up41 € [5;1] donc|Vn €N, u, € {5;1} .

1 1
2. Onauy = R uy € [5, 1] donc up < w1 . Si pour un entier naturel 0 < u, < uy41 de la croissance de f sur
f

[0; 400 et f = 0 on déduit que 0 <

donc ‘ (un)nen est croissante ‘

(0) < f (un) < f (uny1) cest & dire que 0 < Upy1 < Upta -

1 1
3. (un)nen est une suite de [5, 1} croissante majorée par 1, donc converge vers un réel L avec L € [5, 1{.

De la continuité de f en L (*) ona L = lim wu, = lm wu,11 = lm [ (uy) (:)f (L) or L = f (L) avec

n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o
L > 0 a pour unique solution L =1 .

1
Un )neN €St une suite croissante de |—;1| qui converge vers 1|.
S 2 ) q g

4. Programme en Scilab qui calcule et affiche un entier naturel NV tel que 1 — uy < 1074
u=0.5, n=0
while 1-u>=le-4
n=n+1
u=u"2-u*xlog(u)
end
disp(’u(’+string(n)+’)-1="+string(u-1))
on obtient : u(19994)-1=-0.0001000

Exercice 3

Partie I : Etude d’une variable aléatoire

—t
e
VieR, f(t) = —
f( ) (1 + e,t)g
et et et
1. Soitte R, —t e R, f(—t) = = = 5 = f(t) donc‘ la fonction f est paire ‘

(L+e)?  (ef(et+ 1)) (e +1)

2.t et est de classe C™ sur R & valeurs strictement positive , z > est a valeurs strictement

(14 2)*

positive, et , elle est de classe C™ sur |0; 400 car c’est une fraction rationnelle dont le dénominateur ne
s’annule pas, la composée f est de classe C>° sur R .

donc f et positive et continue. Pour tout ¢t € R , on note u(t) = 1 + e~ donc v/ (t) = —e %, et f(t) =
—u' (t) 1
———- et soit F'(t) = ——
() et soi (t) et

‘ f est une densité d’une variable aléatoire réelle ‘

F est une primitive de f et tlim F(t)=0 et tlim F(t)=1 donc
——00

—+o0

‘ X est une variable aléatoire réelle de densité f ‘

_ 1

14t

(a) La fonction g : ¢+ tf (t) est continue sur R donc admet une primitive sur R, impaire car f est paire et
t — t est impaire donc leur produit est une fonction impaire.

1. La fonction de répartition de X est F' définie par Vt € R | F (¢)

tf (t 1

D’autre part sit >0, 0 < 1) =tle!'——— < t%e”! — 0 donc il existe A > 0 tel que
t—2 (1+et) t—+o0

tf (¢ 1 17t 1 o
Vi>A,0< {7(2) <1,0<tf(t) < e et / == [—;}A =3 donc | I'intégrale /tf(t)dt converge |.
0
(b) g:tw tf(t) étant impaire intégrable sur [0; 00| elle est intégrable sur R.
Pour > 0 en faisant le changement de variable v = —t on a dv = —dt,
/tf(t)dt = / (=v) f(—v) (—dv) = /vf(v)dv = f/tf(t)dt donc /tf(t)dt =0 et donc

x

en notant G une primitive de g, on a E(X) = lim [ ¢f(¢)dt = 0. Conclusion | E (X) =0

Tr—r+00
—T
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Partie II : Etude d’une autre variable aléatoire
‘V:L‘ €R, p(x) =1In(l + e*) ‘

1. ¢ est strictement croissante sur R, lim ¢(z) =In(1+0) =0, lim ¢(r) = 4oo, donc d’apres le théoreme
T ——00 T—>+00

de la bijection R — ]0;4o00] est bijective de bijection réciproque .
z = ()
2. Soit z € R et y € ]0; +00].
y=¢p (@)= y=h(l+e")<=e?V=14e"<=e'—1=¢e¢" <= h(e-1)=z =Y (y) ==z
donc | vy € 10;+oof, ¢~ (y) =¥ (y) = In(e? — )|

Y =¢(X)|
1. p>0donc Y >0 dou P(Y <0)=0.
2. Soitt € 105400, Fy (t) =P (Y <t)=P(p(X)<t) = P(X <y (t) =P (X <In(e! —=1)) = F(ln(e! — 1)) =

b
1 p—
1 +e—ln(et—1) -
1 1 0 st t<0
_ _ 1t : _ S
Fy (t) = e A g 1 —e~* . Conclusion | F, (t) { et si t50
1 1
3. Y suit la loi exponentielle de parametre 1 , donc F(Y) = 1= 1, V(Y)= == 1.

Partie III : Etude d’une convergence en loi

(X, )nen~ sont des variables aléatoires indépendantes, de méme densité f , donc de fonction de répartition F' avec

1
(&

YneN* | T,=max(X,...,X,) , U,=T,—In(n).

1. (a) Soitt e R, (T, <t) = (max(Xy,...,X,) <1t) = ﬂ (X < t) donc de 'indépendance de X1,..., X,

n n 1
P(Tngt)P<ﬂ(Xk<t)>HP(ngt) n(t):(leeit)n,donc
k=1 k=1
1
v N Fp (t)=P (T, <t)= 7
ne N, Fr, (6= P (T, <) = 5 =7
(b) Pourne N* etz € R,
1 AN

donc |Vn e N*, VzeR, P{U,<z)= (1 +

—x\ —n

e T - 7nln<1+e;z> e
2. PourneN‘etz e R,onaPU, <x)=|14+— =e ,orln(1+h) Noh,
n

—X

— 0
n n—+oco

h—

n n—+4oco N n n—+0o n n—-+oo

donc In (1 + £ ) ~ Z , —nlIn (1 + e_) ~ —nS— = —¢=* donc lim PU,<z)=e¢"*"

avec x — e~ ¢ est de classe C* positive de limite 0 en —oo et de limite 1 en +oo donc ¢’est une fonction
de répartition d’une variable aléatoire S de densité x — e e~ ¢ = et (U, )nen+ converge en loi vers S.

FIN
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