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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

On note

tB la transposée d'une matri
eB et on rappelle que la transposition est une appli
ation linéaire.

On dit qu'une matri
eM de Mn(R) est antisymétrique lorsqu'elle véri�e

tM = −M et on note An(R)
l'ensemble des matri
es antisymétriques.

1. Montrons que An(R) est un sous-espa
e ve
toriel de Mn(R) :

� An(R) n'est pas un ensemble vide : la matri
e 
arrée nulle d'ordre n, est égale à sa transposée et

à son opposée :

t0n = 0n = −0n, don
 0n ∈ An(R).

� SoientM etN deux matri
es antisymétriques éléments deMn(R), et λ, µ deux réels quel
onques :

t(λ.M + µ.N) = λ. tM + µ. tN linéarité de la transposée

= −λ.M − µ.N puisque M et N appartiennent à An(R)

t(λ.M + µ.N) = −(λ.M + µ.N) don
 λ.M + µ.N appartient en
ore à An(R).

On a bien montré que An(R) est un sous-espa
e ve
toriel de Mn(R).

On 
onsidère une matri
e A �xée de Mn(R) et l'appli
ation f qui a toute matri
e M de An(R),
asso
ie :

f(M) = (tA)M +MA

2. a) Soit M une matri
e de An(R) : 
al
ulons la transposée de f(M).

t(
f(M)

)
=

t(
(tA)M +MA

)
=

t(
(tAM)

)
+ t(MA) par linéarité de la transposée

= tM t(tA) + tA tM transposée d'un produit : attention à l'ordre des fa
teurs !

= −MA− tAM = −(tAM +MA) = −f(M) puisque M ∈ An(R) et
t(tA) = A

On a don
 bien prouvé que pour toute matri
e M de An(R), f(M) appartient en
ore à An(R).

b) Montrons que f est une appli
ation linéaire ; pour toutes matri
es M et N de Mn(R), et pour
tous réels λ et µ :

f(λ.M+µ.N) = tA(λ.M+µ.N)+(λ.M+µ.N)A = λ.(tAM+MA)+µ.(tAN+NA) = λ.f(M)+µ.f(N)

Ainsi f est bien linéaire, et au vu du résultat de la question pré
édente, 
'est bien un endomor-

phisme de An(R).

Dans toute la suite, on étudie le 
as n = 3 et on 
hoisit A =





0 0 1
0 −1 0
0 0 0




.
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3. On 
onsidère les trois matri
es J =





0 1 0
−1 0 0
0 0 0



 , K =





0 0 1
0 0 0
−1 0 0




et L =





0 0 0
0 0 1
0 −1 0




.

a) Il faut i
i revenir à la forme générale 
onnue des matri
es antisymétriques d'ordre 3 :

M =





0 a b
−a 0 c
−b −c 0




, et en 
as de besoin on la retrouve selon le prin
ipe d'identi�
ation des


oe�
ients :

Pour une matri
e M =





a b c
d e f
g h i



 , tM =





a d g
b e h
c f i




et :

tM = −M ⇐⇒







a = −a =⇒ a = 0

b = −d

c = −g

e = −e =⇒ e = 0

f = −h

i = −i =⇒ i = 0

On peut don
 é
rire toute matri
e M de A3(R) sous la forme :

M = a.





0 1 0
−1 0 0
0 0 0



 + b.





0 0 1
0 0 0
−1 0 0



+ c.





0 0 0
0 0 1
0 −1 0



 = a.J + b.K + c.L

où a, b, c sont trois réels quel
onque, don
 B = (J,K, L) est bien une famille génératri
e de A3(R).

b) Pour véri�er que B est libre, on 
onsidère trois réels a, b, c tels que :

a.J + b.K + c.L = 03 ⇐⇒





0 a b
−a 0 c
−b −c 0



 ⇐⇒ a = b = c = 0

La famille B est don
 bien libre, et 
omme elle engendre A3(R), 
'est une base de 
et espa
e et

dimA3(R) = 3.

4. a) Par dé�nition les trois images demandées s'obtiennent par 
al
ul matri
iel, ave


tA =





0 0 0
0 −1 0
1 0 0




:

f(J) = tAJ + JA =





0 0 0
1 0 0
0 1 0



+





0 −1 0
0 0 −1
0 0 0



 =





0 −1 0
1 0 −1
0 1 0



 ,

f(K) = tAK +KA =





0 0 0
0 0 0
0 0 1



+





0 0 0
0 0 0
0 0 −1



 =





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 ,

f(L) =





0 0 0
0 0 −1
0 0 0



+





0 0 0
0 0 0
0 1 0



 =





0 0 0
0 0 −1
0 1 0





On remarque don
 que :

f(J) = −J −L = −1.J +0.K − 1.L, f(K) = 0.J +0.K +0.L, f(L) = −L = 0.J +0.K − 1.L
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b) Par propriété du 
ours, puisque B est une base de A3(R) :

Im(f) = Vect
(
f(J), f(K), f(L)

)
= Vect(−J − L, 03,−L) = Vect(J + L, L) = Vect(J, L)

On a utilisé i
i le fait que la matri
e nulle peut toujours être éliminée d'une famille génératri
e,

et qu'en multipliant les éléments de la famille par (−1), puis en soustrayant un des ve
teurs à un

autre, la famille ainsi transformée est en
ore génératri
e de A3(R).


) On vient de voir que (J, L) est une famille génératri
e de Im(f) : 
'est aussi une famille libre

puisque 
'est une sous-famille de la base B, don
 
'est une base de Im(f).

Le théorème du rang donne alors :

dimKer(f) = dimA3(R)− dim Im(f) = 3− 2 = 1

Il su�t don
, pour trouver une base de Ker(f), de trouver un ve
teur non nulle qui lui appartienne.

Or on vient de voir que f(K) = 03, ave
 K 6= 03, don
 (K) est une base de Ker(f).

5. a) Les 
al
uls faits en 4.a) permettent de donner dire
tement la matri
e F de f dans la base B :

F =

f(J) f(K) f(L)
( )−1 0 0 J

0 0 0 K
−1 0 −1 L

b) La matri
e F est triangulaire (inférieure) : ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux, et 
e

sont aussi 
elles de f , don
 :
Sp(F ) = Sp(f) = {−1; 0}


) On note Id l'endomorphisme identité de A3(R) : l'endomorphisme f + Id est représenté dans la

base B par la matri
e F + I3 =





0 0 0
0 1 0
−1 0 0




, et le rang de f + Id est 
elui de la matri
e F + I3 :


e rang est égal à 2, 
'est la dimension de l'espa
e engendré par les trois 
olonnes de F + I3 : la

troisième est nulle, et les deux premières sont non 
olinéaires.

Le théorème du rang donne 
ette fois : dimKer(f + Id) = dimA3(R)− rg(f + Id) = 3−2 = 1.

Or Ker(f + Id) et Ker(f) sont les deux sous-espa
es propres de f , respe
tivement asso
iés aux

valeurs propres −1 et 0. Comme la somme de leurs dimensions vaut 1+ 1 = 2 6= 3, on en 
on
lut

que f n'est pas diagonalisable.

Exer
i
e 2

On 
onsidère une variable aléatoire X suivant la loi normale N (0, σ2), où σ est stri
tement positif.

1. Il est très important de savoir retrouver et justi�er très simplement 
ette propriété fondamentale

véri�ée par tout loi normale 
entrée, et plus généralement d'ailleurs par toute variable aléatoire

admettant une densité paire sur R !

La fon
tion fX : x 7→ 1

σ
√
2π

e−
x
2

2σ2
est e�e
tivement paire sur R :

∀x ∈ R, fX(−x) =
1

σ
√
2π

e−
(−x)2

2σ2 =
1

σ
√
2π

e−
x
2

2σ2 = fX(x)

On peut don
, pour tout réel x, dé
larer l'égalité d'intégrales asso
iée au s
héma 
i-dessous :
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−x x

Soit : ∀x ∈ R,

∫
−x

−∞

fX(t)dt =

∫ +∞

x

fX(t)dt ⇐⇒ P(X 6 −x) = P(X > x) ⇐⇒ FX(−x) = 1−FX(x)

2. On pose Y = |X| et on admet que Y est une variable aléatoire.

a) Il est 
lair qu'au vu de sa dé�nition, Y est une variable aléatoire positive, 
e qui permet déjà

d'a�rmer sans 
al
ul que FY (x) = 0 pour tout x < 0.

Pour tout réel x positif :

FY (x) = P(Y 6 x) = P(|X| 6 x) = P(−x 6 X 6 x) = FX(x)−FX(−x) = FX(x)−
(
1−FX(x)

)
= 2FX(x)−1

b) Au vu de sa dé�nition, la fon
tion FY est de 
lasse C1
, don
 
ontinue sur ]−∞; 0[ 
omme fon
tion


onstante, et sur ]0; +∞[ puisque FX est de 
lasse C1
sur 
et intervalle.

De plus, lim
x→0−

FY (x) = lim
x→0−

0 = 0, tandis que lim
x→0+

FY (x) = lim
x→0+

2FX(x)− 1 = 2× 1

2
− 1 = 0 (en

e�et toujours par parité de fX , FX(0) = P(X 6 0) = P(X > 0) =
1

2
).

La fon
tion FY est don
 
ontinue sur R, et de 
lasse C1
sur R sauf peut-être en 0 : Y est bien une

variable à densité, et on obtient une densité fY de Y en dérivant FY là où 
'est possible (partout

sauf en 0), tandis qu'en 0 on 
hoisit une valeur arbitraire positive (on prend i
i fY (0) = 0) :

∀x ∈ R, fY (x) =







0 si x 6 0

2F ′

X(x) = 2fX(x) si x > 0


) La variable aléatoire Y admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

xfY (x)dx est

absolument 
onvergente. Comme la fon
tion x 7→ xfY (x) est nulle sur ] − ∞; 0] et positive sur

]0; +∞[, il su�t de prouver la 
onvergen
e de l'intégrale

∫ +∞

0

xfY (x)dx.

Pour tout réel A > 0 :

∫ A

0

xfY (x)dx =

∫ A

0

x

σ
√
2π

e−
x
2

2σ2 dx = − 2σ√
2π

∫ A

0

−x

2σ2
e−

x
2

2σ2 dx = −σ

√

2

π

[

e−
x
2

2σ2

]A

0
= −σ

√

2

π

(

e−
A
2

2σ2−1
)

Or lim
A→+∞

− A2

2σ2
= −∞, don
 lim

A→+∞

e−
A
2

2σ2 = 0 et lim
A→+∞

∫ A

0

xfY (x)dx = σ

√

2

π
:

On en déduit que l'intégrale impropre est bien 
onvergente, don
 que Y admet une espéran
e qui

vaut :

E(Y ) =

∫ +∞

0

xfY (x)dx = σ

√

2

π

3. On suppose dans 
ette question seulement, que σ est in
onnu et on se propose de l'estimer.

Soit n un entier supérieur ou égal à 1. On 
onsidère un é
hantillon (Y1, Y2, . . . , Yn) 
omposé de

variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant toutes la même loi que Y .

On note Sn la variable aléatoire dé�nie par Sn =
1

n

n∑

k=1

Yk.
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a) La variable aléatoire Sn est bien un estimateur de σ (sa loi dépend de σ, mais pas son expression

expli
ite), et par linéarité de l'espéran
e :

E(Sn) =
1

n

n∑

k=1

E(Yk) =
1

n

n∑

k=1

σ

√

2

π
=

1

n
.n.σ

√

2

π
= σ

√

2

π

Il s'agit don
 d'un estimateur biaisé de σ, dont le biais vaut bσ(Sn) = E(Sn)− σ = σ
(
√

2

π
− 1
)

.

Considérons alors l'estimateur Tn =

√
π

2
Sn, alors par linéarité de l'espéran
e :

E(Tn) =

√
π

2
E(Sn) =

√
π

2
σ

√

2

π
= σ, 
e qui prouve bien que Tn est un estimateur sans biais de

σ.

b) D'après la formule du Keonig-Huygens, X de loi normale N (0, σ2) admettant une espéran
e

E(X) = 0 et une varian
e V (X) = σ2
: E(X2) = V (X) + E(X)2 = σ2

.

Or puisque Y = |X|, alors Y 2 = X2
et par 
onséquent, E(Y 2) = σ2

.

On en déduit que Y admet une varian
e, toujours donnée par la formule de Koenig-Huygens :

V (Y ) = E(Y 2)−E(Y )2 = σ2 − σ2.
2

π
= σ2.

π − 2

π

On en déduit, d'après les propriétés de la varian
e et par indépendan
e mutuelle des (Yk)16k6n :

V (Sn) =
1

n2
V
( n∑

k=1

Yk

)

=
1

n2

n∑

k=1

V (Yk) =
σ2(π − 2)

nπ


) Toujours d'après les propriétés de la varian
e : V (Tn) =
π

2
V (Sn) =

σ2(π − 2)

2n
qui est aussi le

risque quadratique rσ(Tn) de Tn, puisque Tn est un estimateur sans biais de σ.

Il est alors évident que lim
n→+∞

V (Tn) = 0 = lim
n→+∞

rσ(Tn), 
e qui prouve que Tn est un estimateur


onvergent de σ.

4. Ave
 la 
ommande S
ilab rappelée par l'énon
é, on peut 
ompléter le s
ript suivant :

1 n = input('entrez la valeur de n : ')

2 sigma = input('entrez la valeur de sigma : ')

3 X = grand(1,n,'nor',0,sigma) // simulations de X1,...,Xn

4 Y = abs(X) // simulations de Y1,...,Y_n

5 S = 1/n*sum(Y)

6 T = sqrt(%pi/2)*S

Exer
i
e 3

Soit n un entier naturel non nul et p un réel de ]0; 1[. On pose q = 1− p.
On dispose de deux urnes, l'urne U qui 
ontient n boules numérotées de 1 à n et l'urne V qui 
ontient

des boules blan
hes en proportion p.
On pio
he une boule au hasard dans U et on note X la variable aléatoire égale au numéro de la boule

tirée.

Si X prend la valeur k, on pio
he k boules dans V , une par une, ave
 remise à 
haque fois de la boule

tirée, et on appelle Y la variable aléatoire égale au nombre de boules blan
hes obtenues.
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1. Si n = 1, alors l'urne U ne 
ontient que la boule 1, qui est for
ément tirée et X est alors la variable


ertaine égale à 1 : on fait don
 un et un seul tirage dans l'urne V , où le su

ès : "obtenir une boule

blan
he" est de probabilité p. La variable aléatoire Y suit don
 la loi de Bernoulli de paramètre p.

2. Dans le 
as général : les n boules sont équiprobables, don
 X suit la loi uniforme sur J1;nK. Ainsi :

X(Ω) = J1;nK, ∀k ∈ X(Ω), P(X = k) =
1

n
, E(X) =

n + 1

2
et V (X) =

n2 − 1

12

3. SOit k un élément de J1;nK. Sa
hant que l'événement [X = k] est réalisé : on e�e
tue don
 k tirages

su

essifs ave
 remise, don
 indépendants, dans l'urne V ; en dé�nissant le fait d'obtenir une boule

blan
he 
omme le su

ès à 
haque tirage, la variable aléatoire Y 
ompte alors le nombre de su

ès

dans la répétition de k épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes, de probabilité de su

ès

p.

La loi 
onditionnelle de Y sa
hant [X = k] est don
 la loi binomiale de paramètres (k, p) et pour
tout entier i :

P[X=k](Y = i) =







(
k

i

)
piqk−i

si 1 6 i 6 k

0 si k > i

4. L'énon
é rappelait i
i 
omme simuler les quatre loi usuelles dis
rètes à l'aide de la fon
tion grand,


e qui était une façon de ne pas 
omplètement donner la réponse dans la question posée ( !) : seules

les deux premières sont utiles pour 
ompléter le s
ript :

1 n = input('entrez la valeur de n : ')

2 p = input('entrez la valeur de p : ')

3 X = grand(1,1,'uin',1,n)

4 Y = grand(1,1,'bin',X,p)

La seule subtilité i
i, est de bien 
hoisir la valeur obtenue pour X 
omme variable 
omptant pour le

nombre d'épreuves dans les paramètres de la loi binomiale utilisée ensuite pour Y .

5. a) Quelle que soit le numéro k de la boule tirée dans l'urne U , à la deuxième étape de l'expérien
e

le nombre de boules blan
hes obtenues en k tirages peut prendre n'importe quelle valeur entre 0

et k ; 
omme k est au maximum égal à n, alors Y (Ω) = J0;nK.

En parti
ulier la probabilité P(Y = 0) se 
al
ule grâ
e à la formule des probabilités totales

ave
 le système 
omplet d'événements

(
[X = k]

)

16k6n
, puisqu'on 
onnaît toutes les probabilités

P[X=k](Y = 0) = qk (=
(
k

0

)
p0qk−0

, probabilité d'avoir k é
he
s en autant d'essais) :

P(Y = 0) =

n∑

k=1

P(X = k).P[X=k](Y = 0) =

n∑

k=1

1

n
.qk =

1

n
.q.

1− qn

1− q
=

q(1− qn)

n(1− q)

b) La même formule ave
 le même système 
omplet donne, 
ette fois pour i ∈ J1;nJ :

P(Y = i) =

n∑

k=1

P(X = k).P[X=k](Y = i) =

n∑

k=i

1

n
.

(
k

i

)

piqk−i

On a en e�et tenu 
ompte du fait que P[X=k](Y = i) = 0 si k < i. La somme restante 
ompte

bien n− i+ 1 éléments.

6. a) Soient i et k deux entiers naturels tels que 1 6 i 6 k 6 n : l'égalité i
(
k

i

)
= k

(
k−1
i−1

)
est souvent


onnue 
omme la formule sans nom, qui se démontre assez simplement en revenant à l'expression

des 
oe�
ients binomiaux ave
 les fa
torielles :

i

(
k

i

)

= i× k!

i!(k − i)!
=

k!

(i− 1)!(k − i)!
= k× (k − 1)!

(i− 1)!(k − i)!
= k

(
k − 1

i− 1

)

puisque (k−1)−(i−1) = k−i
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b) La variable aléatoire Y est �nie, don
 elle admet une espéran
e donnée par la formule :

E(Y ) =

n∑

i=0 1

iP(Y = i) =

n∑

i=1

i.
1

n

n∑

k=i

(
k

i

)

piqk−i =
1

n

n∑

i=0

n∑

k=i

i

(
k

i

)

piqk−i

Dans 
ette somme double, les deux indi
es i et k sont liés par la relation : 1 6 k 6 i 6 n, et en
é
hangeant l'ordre des deux indi
es, on est don
 amené à é
rire, en utilisant auss le résultat de la

question pré
édente :

E(Y ) =
1

n

n∑

k=1

k∑

i=1

k

(
k − 1

i− 1

)

piqk−i =
1

n

n∑

k=1

(

k

k∑

i=1

(
k − 1

i− 1

)

piqk−i
)


) Ave
 un 
hangement d'indi
e, on re
onnaît le 
as d'utilisation de la formule du bin�me de Newton :

k∑

i=1

(
k − 1

i− 1

)

piqk−i [j=i−1]
=

k−1∑

j=0

(
k − 1

j

)

pj+1qk−(j+1) = p

k−1∑

j=0

(
k − 1

j

)

pjqk−1−j = p(p+ q)k−1 = p

puisque p+ q = 1. On en déduit don
 que :

E(Y ) =
1

n

n∑

k=1

kp =
p

n
×

n∑

k=1

k =
p

n
× n(n + 1)

2
=

(n+ 1)p

2

7. a) Selon le même prin
ipe qu'à la question 6 : d'après le théorème de transfert et puisque Y est une

variable �nie, alors E
(
Y (Y − 1)

)
existe et vaut

E
(
Y (Y −1)

)
=

n∑

i=0 2

i(i−1)P(Y = i) =

n∑

i=2

i(i−1)
1

n

n∑

k=i

(
k

i

)

piqk−i =
1

n

n∑

i=2

n∑

k=i

i(i−1)

(
k

i

)

piqk−i

où pour tout entier i tel que 2 6 i 6 n : i(i− 1)
(
k

i

)
= (i− 1)k

(
k−1
i−1

)
= k(k − 1)

(
k−2
i−2

)

toujours en appli
ation de la formule sans nom redémontrée à la question 6.a).

Dans la double somme pré
édente, les deux indi
es sont liés par la relation 2 6 i 6 k 6 n, et
l'interversion des deux symboles sommes donne 
ette fois :

E
(
Y (Y − 1)

)
=

1

n

n∑

k=2

k∑

i=2

k(k − 1)

(
k − 2

i− 2

)

piqk−i =
1

n

n∑

k=2

(

k(k − 1)

k∑

i=2

(
k − 2

i− 2

)

piqk−i
)

b) À nouveau, un 
hangement d'indi
e et la formule du bin�me de Newton permettent d'é
rire :

k∑

i=2

(
k − 2

i− 2

)

piqk−i [j=i−2]
=

k−2∑

j=0

(
k − 2

j

)

pj+2qk−(j+2) = p2
k−2∑

j=0

(
k − 2

j

)

pjqk−2−j = p2(p + q)k−2 = p2

de sorte que, pour tout n > 2 :

E
(
Y (Y − 1)

)
=

1

n

n∑

k=2

k(k − 1)p2 =
p2

n

n∑

k=1

(k2 − k) =
p2

n

( n∑

k=1

k2 −
n∑

k=1

k
)

=
p2

n

(n(n + 1)(2n+ 1)

6
− n(n+ 1)

2

)

=
p2

n
.
n(n + 1)

2

[2n + 1

3
− 1
]

=
(n + 1)p2

2
× 2n− 2

3
=

(n+ 1)p2(n− 1)

3

Ce qui est bien : E
(
Y (Y − 1)

)
=

(n2 − 1)p2

3
d'après la troisième identité remarquable.
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) Lorsque n = 1, on a vu que Y suit la loi de Bernoulli de paramètre p, et don
 :

E
(
Y (Y − 1)

)
= 0(0 − 1)P(Y = 0) + 1(1 − 1)P(Y = 1) = 0, 
e qui est bien aussi la valeur de

(n2 − 1)p2

3
dans le 
as où n = 1.

d) On remarque i
i (
'est un grand 
lassique) que Y (Y − 1) = Y 2 − Y ⇐⇒ Y 2 = Y (Y − 1) + Y ,

don
 par linéarité de l'espéran
e :

E(Y 2) = E
(
Y (Y − 1)

)
+ E(Y ) et, Y admet une varian
e donnée par la formule de Koenig-

Huygens :

V (Y ) = E
(
Y (Y − 1)

)
+ E(Y )− E(Y )2

(
qui vaut don


(n2 − 1)p2

3
+

(n+ 1)p

2
− (n + 1)2p2

4
, mais on ne demandait pas d'aller plus loin

)

Problème

1. Pour tout entier n ∈ N, les fon
tions x 7→ xn

(1 + x)2
et x 7→ xn

1 + x
sont bien dé�nies sur [0; 1] (
ar

1+x > 1 > 0 si 0 6 x 6 1) et 
ontinues sur 
et intervalle, 
e qui su�t à garantir la bonne dé�nition,

pour tout n de N, des intégrales

In =

∫ 1

0

xn

(1 + x)2
dx et Jn =

∫ 1

0

xn

1 + x
dx

2. I0 =

∫ 1

0

1

(1 + x)2
dx =

[

− 1

1 + x

]1

0
= −1

2
+ 1 =

1

2
.

On aura re
onnu la forme

u′

u2
ave
 u(x) = 1+ x, qui a pour primitive −1

u
. Pour I1 =

∫ 1

0

x

(x+ 1)2
dx

il y a plusieurs façons possibles de pro
éder, qui demandent toute de l'initiative ; voi
i une façon

possible de pro
éder, en é
rivant :

I1 =

∫ 1

0

x+ 1− 1

(1 + x)2
dx =

∫ 1

0

( 1

1 + x
− 1

(1 + x)2
dx =

[

ln(1+x)+
1

1 + x

]1

0
= ln(2)+

1

2
−ln(1)−1 = ln(2)−1

2

3. a) Pour tout entier naturel n de N, par linéarité de l'intégrale :

In+2+2In+1+In =

∫ 1

0

(xn+2 + 2xn+1 + xn

(1 + x)2
dx =

∫ 1

0

xn(1 + x)2

(1 + x)2
dx =

∫ 1

0

xndx =
[ xn+1

n + 1

]1

0
=

1

n + 1

b) La relation pré
édente s'é
rit, lorsque n = 0 :

I2 + 2I1 + I0 = 1 ⇐⇒ I2 = 1− 2I1 − I0 = 1− 2 ln(2) + 1− 1

2
=

3

2
− 2 ln(2)


) Le s
ript S
ilab suivant 
al
ule de pro
he en pro
he les intégrales Ik grâ
e à la relation

Ik =
1

k − 1
− 2Ik−1 − Ik−2, valable pour tout entier k > 2 (dé
alage d'indi
e par rapport à la

relation de ré
urren
e pré
édente). On remarque d'ailleurs que les deux valeurs initiales de I0 et

I1 étaient en fait données i
i par l'énon
é !

Le s
ript suit le mode de 
al
ul habituel des suites dé�nies par une relation de ré
urren
e sur deux

générations : la variable a 
ontient toujours l'avant-dernière intégrale 
al
ulée, et b 
ontient la

dernière intégrale 
al
ulée, la variable aux servant de variable auxiliaire pour gérer les transferts

de valeurs.
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1 n = input('donnez la valeur pour n : ')

2 a = 1/2

3 b = log(2)-1/2

4 for k = 2:n

5 aux = a

6 a = b

7 b = 1/(k-1) - 2*b - aux

8 end

9 disp(b)

4. a) Pour tout entier n ∈ N et tout réel x ∈ [0; 1] :

0 6 x 6 1 =⇒ 1 6 (1 + x)2 6 4 =⇒ 0 6
xn

(1 + x)2
6 xn

.

Les fon
tions 
on
ernées sont 
ontinues sur [0; 1], et 0 < 1 : par 
roissan
e et positivité de

l'intégrale, on en déduit que :

∀n ∈ N, 0 6

∫ 1

0

xn

(1 + x)2
dx 6

∫ 1

0

xndx ⇐⇒ 0 6 In 6
1

n + 1

b) Puisque lim
n→+∞

In = 0, 
'est bien sûr le théorème d'en
adrement qui permet de 
on
lure que la

suite (In) 
onverge, et que lim
n→+∞

In = 0.

5. Comme l'énon
é le demande, et pour tout n ∈ N
∗
, on réalise une intégration par parties dans

l'intégrale In =

∫ 1

0

xn

(1 + x)2
dx en posant :

u′(x) = xn −→ u′(x) = nxn−1

v′(x) =
1

(1 + x)2
−→ v(x) = − 1

1 + x

Les fon
tions u et v sont de 
lasse C1
sur [0; 1], don
 :

In =
[

− xn

1 + x

]1

0
−
∫ 1

0

−nxn−1

1 + x
dx = −1

2
+ n

∫ 1

0

xn−1

1 + x
dx = nJn−1 −

1

2

6. a) J0 =

∫ 1

0

1

1 + x
dx =

[

ln(1+x)
]1

0
= ln(2), et pour tout n de N, par linéarité de l'intégrale une fois

de plus :

Jn + Jn+1 =

∫ 1

0

xn + xn+1

1 + x
dx =

∫ 1

0

xn(1 + x)

1 + x
dx =

∫ 1

0

xndx =
1

n + 1

(troisième fois qu'on a besoin du 
al
ul de 
ette dernière intégrale !)

b) Pour n = 0, la relation s'é
rit : J0 + J1 = 1 ⇐⇒ J1 = 1− J0 = 1− ln(2).

7. Là en
ore on réé
rit la relation de ré
urren
e véri�ée par la suite (Jn) sous la forme :

∀k ∈ N
∗, Jk =

1

k
− Jk−1 pour l'adapter au 
al
ul via la bou
le for dans le s
ript 
i-dessous.

La relation obtenue à la question 5 permet alors de retrouver la valeur de In.

1 n = input('donner une valeur pour n : ')

2 J = log(2)

3 for k = 1:(n-1)

4 J = 1/k - J

5 end

6 I = n*J-1/2

7 disp(I)
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8. Le plus simple est i
i de démontrer par ré
urren
e la formule demandée :

pour n ∈ N
∗
, soit P(n) : ”Jn = (−1)n

(

ln(2)−
n∑

k=1

(−1)k−1

k

)

”.

I. pour n = 1 : on sait que J1 = 1− ln(2), et d'autre part

(−1)1
(

ln(2)−
1∑

k=1

(−1)1−1

1

)

= −
(
ln(2)− (−1)0

1

)
= − ln(2) + 1, don
 P(1) est vraie.

H. Supposons P(n) vraie pour un 
ertain n ∈ N
∗
, et montrons qu'alors P(n + 1) est en
ore vraie,

soit : Jn+1 = (−1)n+1
(

ln(2)−
n+1∑

k=1

(−1)k−1

k

)

.

�����������������������������������

D'après la relation obtenue en 6.a) :

Jn+1 =
1

n+ 1
− Jn

H.R.
=

1

n+ 1
− (−1)n

(

ln(2)−
n∑

k=1

(−1)k−1

k

)

=
1

n+ 1
+ (−1)n+1

(

ln(2)−
n+1∑

k=1

(−1)k−1

k
+

(−1)n

n + 1

)

=
1

n+ 1
+

(−1)2n+1

n+ 1
︸ ︷︷ ︸

=−
1

n+1

+(−1)n+1
(

ln(2)−
n+1∑

k=1

(−1)k−1

k

)

(2n+ 1 est impair)

Jn+1 = (−1)n+1
(

ln(2)−
n+1∑

k=1

(−1)k−1

k

)

don
 P(n+ 1) est vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout n ∈ N
∗
, d'après le prin
ipe

de ré
urren
e.

9. a) La relation de la question 5 se réé
rit : ∀n ∈ N, In+1 = (n+ 1)Jn −
1

2
⇐⇒ Jn =

In+1 + 1/2

n+ 1
.

Comme lim
n→+∞

In+1 = 0 d'après 4.b), alors par opérations sur les limites, lim
n→+∞

Jn = 0.

b) Pour éliminer le problème du fa
teur (−1)n qui est le terme général d'une suite divergente, on

passe par exemple par la valeur absolue :

lim
n→+∞

|Jn| = lim
n→+∞

∣
∣
∣ ln(2)−

n∑

k=1

(−1)k−1

k

∣
∣
∣ = 0, 
e qui revien à dire que lim

n→+∞

n∑

k=1

(−1)k−1

k
= ln(2) :

la série de terme général

(−1)k−1

k
, appelée série harmonique alternée, 
onverge et a pour somme

totale

+∞∑

k=1

(−1)k−1

k
= ln(2).


) Le résultat de la question 5. se réé
rit : ∀n ∈ N, In+1 = (n+1)Jn−
1

2
⇐⇒ nJn = In+1−Jn+

1

2
,

don
 :

lim
n→+∞

nJn = lim
n→+∞

In+1 − Jn +
1

2
= 0− 0 +

1

2
=

1

2
.

Ce résultat s'é
rit aussi : lim
n→+∞

2nJn = 1, don
 Jn ∼
n→+∞

1

2n
.
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10. Pour tout n de N
∗
, on pose un = ln(2)−

n∑

j=1

(−1)j−1

j
.

a) On remarque que pour tout n ∈ N
∗, (−1)nun = Jn ⇐⇒ un = (−1)−nJn = (−1)nJn ∼

n→+∞

(−1)n

2n

puisque (−1)−n =
( 1

−1

)n
= (−1)n et puisque l'équivalen
e est 
ompatible ave
 le produit.

b) Pour tout n ∈ N
∗,

(−1)n

2n
= −1

2
.
(−1)n−1

n
est, à un fa
teur 
onstant près, la série dont on a

démontré la 
onvergente à la question 9 : il s'agit bien d'une série 
onvergente, et sa somme totale

vaut d'ailleurs

+∞∑

k=1

(−1)k

2k
= −1

2
ln(2).

On ne peut 
ependant pas en déduire la nature de la série de terme général un, malgré l'équiva-

len
e obtenue en 10.a) : en e�et, (−1)n 
hange de signe d'un terme à l'autre, et le théorème de


omparaison des séries n'est valable que pour des séries à termes positifs.

Impossible non plus de passer par l'absolue 
onvergen
e, puisque

∣
∣
∣
(−1)n

2n

∣
∣
∣ =

1

2n
est le terme

général d'une série divergente, et 
ela ne signi�e pas pour autant que la série de départ ne peut

pas 
onverger.

11. L'énon
é se proposait, malgré l'impasse pré
édente, de montrer que la série de terme général un est


onvergente. Pour 
e faire, l'énon
é admettait le résultat suivant : si une suite (xn) est telle que les
suites (x2n) et (x2n+1) sont 
onvergentes et de même limite ℓ, alors la suite 
onverge vers ℓ.
Ndla : Il s'agit d'un résultat 
lassique sur les suites réelles, pas o�
iellemet au programme de ECE ;


ette indi
ation de l'énon
é était don
 très bienvenue !

Pour tout entier naturel n non nul, on pose Sn =

n∑

k=1

uk.

a) Partons du membre de droite qui est le plus 
omplexe : pour tout entier k ∈ N
∗
,

(k + 1)uk+1 − kuk + (−1)k = k(uk+1 − uk) + uk+1 + (−1)k = (k + 1)
(
uk −

(−1)k+1−1

k + 1

)
− kuk + (−1)k

= kuk + uk − (−1)k − kuk + (−1)k = uk

b) Par sommation de l'égalité pré
édente lorsque k varie de 1 à n, on en déduit que pour tout n ∈ N
∗
:

n∑

k=1

uk =
n∑

k=1

(
(k + 1)uk+1 − kuk

)
+

n∑

k=1

(−1)k

⇐⇒ Sn =
n+1∑

j=2

juj −
n∑

k=1

kuk + (−1)1.
1− (−1)n

1− (−1)

⇐⇒ Sn = (n+ 1)un+1 − u1 −
1

2

(
1− (−1)n

)

À la deuxième étape a eu lieu un téles
opage dans la somme de gau
he, tandis qu'on à re
onnu

dans 
elle de droite une somme géométrique de raison −1 6= 1.


) En réé
rivant l'égalité pré
édente aux rangs 2n et 2n+ 1, on obtient, pour tout n de N
∗
:

S2n = (2n+ 1)u2n+1 − u1 + 0 et S2n+1 = (2n+ 2)u2n+2 − u1 − 1

puisque (−1)2n = 1 vu que 2n est paire, et (−1)2n+1 = −1 puisque 2n+ 1 est impair.

Comme par ailleurs on a vu que un ∼
n→+∞

(−1)n

2n
, alors :
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u2n+1 ∼
n→+∞

−1

2(2n+ 1)
⇐⇒ (2n+ 1)u2n+1 ∼

n→+∞

−1

2

et u2n+2 ∼
n→+∞

1

2(2n+ 2)
⇐⇒ (2n+ 2)u2n+2 ∼

n→+∞

1

2
, de sorte que, sa
hat que u1 = ln(2)− 1 :

lim
n→+∞

S2n = −1

2
−u1 = −1

2
−ln(2)+1 =

1

2
−ln(2) et lim

n→+∞

S2n+1 =
1

2
−u1−1 =

1

2
−ln(2)+1−1 =

1

2
−ln(2)

Ces deux résultats, asso
iés à la propriété admise par l'énon
é au début de 
ette question 11.,

prouve que la suite (Sn) 
onverge vers
1

2
− ln(2), 
'est-à-dire que la série de terme général un est


onvergente et de somme totale :

+∞∑

k=1

uk =
1

2
− ln(2)

12. Il faut i
i remarquer que le résultat de 9.b) permet en fait d'é
rire un sous la forme :

∀n ∈ N
∗, un =

+∞∑

j=1

(−1)j−1

j
−

n∑

j=1

(−1)j−1

j
=

+∞∑

j=n+1

(−1)j−1

j

(un est en fait le reste d'ordre n de la série de terme général

(−1)n−1

n
).

Le résultat de la question pré
édente s'é
rit don
 :

1

2
− ln(2) =

+∞∑

k=1

uk =
+∞∑

k=1

+∞∑

j=k+1

(−1)k−1

k


e qui 
orrespond à la proposition 
) de l'énon
é.

⋆ ⋆ ⋆ FIN DU SUJET ⋆ ⋆ ⋆
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