EDHEC 2012 Option ES

Corrigé

Exercice 1

1) a) On procéde par récurrence.
Pour n =0, comme u, =0, onabien 0<u, <1.

Si l'on suppose pour un entier naturel n fixé que 0< u, <1, on a, par stricte croissance de la

fonction "carré" sur R, : 0< u? <1. Dés lors, en ajoutant 1 a chaque membre et en divisant

. 1 . :
par 2, on obtient : —< u_,, <I.Ceciimplique biensir: 0< u , <1.
2

Conclusion :
VneN, 0< u, <1
2 2 2
. u,”+1 u-+1-2u u —1
b) Pour tout entier naturel n,ona: u, ,, —u, = ”2 —u, =—" 5 . =( "2 ) .

Cecimontre que : VneN, u,  —u, >0.

La suite (u,) est croissante

¢) La suite (u,) est croissante et majorée (par 1), c'est donc une suite convergente. Comme
2

. x . . .
la fonction x est continue sur R, on a, en notant ¢ la limite de la suite (u, ) :

2

0= oit 24122020, ou encore (/1) =0,

La suite (u,) converge et limu, =1

n—>+0

2) a) Pour tout entier naturel n, on est certain que v, est non nul (car u, <1)etona:

R R 1 12 1 2-(+4w,) 1
Vou Vv, l-u,., 1-u, 1_uanrl l-u, 1-u’ 1-u, 1-u’ 1+u,
2
Comme lim u, =1, on obtient :
lim (L_i):l
o vn+l Vn 2
- . . . 11, 1
b) D'apres la question précédente, ona: lim(———)= 5
n—>+w0 vn+1 vn

n—1
D'apres le résultat admis, on sait que : lim lZ(L —iJ =

n—>+w0 n P

n-1
De plus,ona: Vne N, Z(L—iJ:i_l:i_l.

k=0\ Vi1 Vi Vo Vo Vi
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On obtient donc : lim l(i - 1] = % . On peut écrire ceci sous la forme : lim E(L— 1] =1.

sl (AN n—>+op| v,

En développant le membre de gauche et en arrangeant un peu, ona: lim (M —gj =1.
n—>+oo v, n

.2 . 2/n
Comme lim — =0, on trouve : lim =1.
n—+o y1 n—+0 Y,
Ceci implique :
2
vn ~ —
+0o n

.. s 2
¢) Par définition de v,, on en déduit : 1—u, ~—.
+0 77

.. L . 2 1
Par définition d'un équivalent, on obtient : 1—u, = —+o0(—)
+o n n

On peut alors écrire :

u, = 1—2+0(l)
+00 n n

3) a) Il suffit de "coller" a la définition de la suite (u, ).
Voici une version récursive :
Function u(n : integer) : real ;
Begin
Ifn=0thenu:=0elseu:=(sqr(u(n—-1))+1)/2;
End ;

Voici une version itérative :
Function u(n : integer) : real ;
Var £k :integer ;
aux : real ; {la variable aux contiendra les valeurs prises par u, au cours de la boucle}
Begin
aux :=0;
For k:=1to n do aux : = (sqr(aux)+ 1)/ 2 ;
u:=aux;
End ;

b) On utilise une boucle "repeat" qui prend fin lorsque 1—u, <107
Voici une version récursive :

Program Edhec2012 ;
Var n : integer ;
Function u(n : integer) : real ;
Begin Ifn=0thenu:=0elseu:=(sqr(u(n—1))+1)/2 ; End;
BEGIN
n:=0;
Repeatn:=n+1 ;until 1 —u(n) <1/1000 ;
Writeln () ;
END.
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Et voici une version itérative :

Program Edhec2012 ;

Var k, n : integer ; u : real ;

BEGIN
n:=0;u:=0;
Repeatn:=n+1;u:=(sqr(u)+1)/2 ;until 1 —u <1/1000 ;
Writeln (n) ;

END.

Exercice 2

1) Comme f est diagonalisable, il existe, par définition, une base de R’ dans laquelle sa
matrice D est diagonale. Dés lors, la matrice de f? dans cette base est D? qui est aussi

diagonale, ce qui prouve que :

L'endomorphisme f? est diagonalisable

Remarque. Moins ¢élégamment, on pouvait écrire que, comme f est diagonalisable, alors en
désignant par 4 sa matrice dans la base canonique de R’, il existe une matrice diagonale D et
une matrice inversible P telles que : 4= PDP™".

Onaalors: 4° =(PDP™)(PDP™)=PD(P"'P)DP™ = PD’P™.

Comme la matrice D? est diagonale, on en déduit que A” est diagonalisable, ce qui prouve
que :

L'endomorphisme f? est diagonalisable

0 2 1 2 2
2)a) A>=|2 -5 4 {2 -5 4 |=[2 -3 2
3 -8 6J|3 -8 6 2 2 1
1 2 2)(1 =2 2) (1 0 0
A*=12 =3 2|2 =3 2|=|0 1 0
2 2 1l2 =2 1) o 01
Conclusion :

A4 =1

Ceci prouve que le polyndme X* —1 est un polyndme annulateur de A.
Comme ona X*—1=(X?-1)(X*+1) et comme X*+1>0, les racines de ce polyndme sont

celles de X —1, a savoir —1 et 1, ce qui montre que :

‘ Les seules valeurs propres possibles de 4 sont —1 et 1

X
b) En posant X =| y |,ona:

z
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0 2 -I\(x X —x+2y—-z=0 —x+2y—-z=0
AX=X <2 5 4 ||y|=|ly|e2x-6y+4z=0 < —2y+2z=0
L«L,+2L,
3 8 6)\z z 3x—=8y+5z=0 Le<L+3L |2y+2z=0
X 1
X=y
AX=X©{ S X=|x|=x|1].
y=z 1
X

Le vecteur u = (1,1,1) n'est pas nul donc la famille ((1,1,1)) est libre et, comme elle engendre
le sous-espace propre de g associé a la valeur propre 1, c'est une base de ce sous-espace
propre.

Conclusion :

((1,1,1)) est une base de Ker(g—1d)

¢) Avec le méme genre de technique, on a :
0 2 -1\(x —X x+2y—z=0 x+2y—z=0
AX=—X<2 =5 4|lyl=|-y|ei2x-4y+4:z=0 < —8y+6z=0

Ly«L,-21,

3 8 6)\z -z 3x-8y+7z=0L<L-3L | -14y+10z2=0

—8y+6z=0 —-8y+6z=0 =0
{ e = { yroz @{y . On obtient donc :

14y +10z =0 L4171, |22=0 z=0
0
x+2y-z=0
AX=-X & S X =0/
y:Z:O 0

Ker(g+1d)={(0,0,0) }

d) L'étude précédente montre que —1 n'est pas valeur propre de g et que 1 est valeur propre
de g. Comme —1 et 1 sont les deux valeurs propres possibles de g, on en déduit que 1 est la
seule valeur propre de g.

Comme la dimension du sous-espace propre associé¢ a la valeur propre 1 est différente de 3
(elle est égale a 1), on peut conclure :

g n’est pas diagonalisable

I -2 2)\(x —X 2x=2y+2z=0
3a) A X=—X<|2 3 2| y|=|-y|=2x-2y+2z=0=x—y+2z=0.
2 2 1)\z -z 2x-2y+2z=0

X 1 0
On trouve donc: A X=-X < X =| y =x|0 |+y|1
X+ -1 1

On en déduit que Ker(g” +/d ) est engendré par la famille ((1,0,—1),(0,1,1)). Comme cette

famille est libre car composée de deux vecteurs non proportionnels, c'est une base de
Ker(g” +1d).
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En posantv= (1,0,—1) et w= (0,1,1), on en conclut que :

(v,w) est une base de Ker(g” +1d )

Remarque. On aurait pu faire un autre choix en écrivant :

y—z 1 -1

AX=-XeoX=|y =y|1 [+z] 0 |.Ceci donnait la famille ((1,1,0),(—1,0,1)) comme
z 0 1

base de Ker(g” +1d ).

b) Montrons que (u, v, w) est une famille libre.
Soit donc a, b et c trois réels tels que au+bv+cw=0. En remplacant u, v et w par (1,1,1),

(1,0,~1)et (0,1,1), on trouve : (a+b, a+c, a—b+c)=(0,0,0).

a+b=0
On obtient alors le systeme équivalent : <a+c=0 . Avec la transformation L, <— L, —L,,
a-b+c=0
a+b=0
ona: ya+c=0.0n obtient ensuite : b =0, puis @ = 0 et enfin ¢ = 0.
-b=0

La famille (i, v, w) est libre. Comme dimR® = 3 et comme la famille (u, v, w) contient 3
vecteurs de R*, on peut conclure :

(u, v, w) est une base de R’

¢) eOna: g’(u)= g(g(u)) = g(u) =u , puisque u appartient a Ker( g —1d ).
« On sait depuis la question 3a) que v et w appartiennent a Ker( g* +/d) donc :
g?(v)=—v et gZ(w)=—-w.

La matrice de g* dans la base (i, v, w) est donc :

1 0 O
B=10 -1 0
0 0 -1

Comme la matrice B est diagonale, on a la preuve que g’ est diagonalisable (alors que g ne
l'est pas).
Remarque. Pour trouver g°(u), g°(v) et g’ (w), on pouvait effectuer les calculs matriciels

suivants :
N2y n

42N =12 3 2([1]|=]1]donc: g*u)=u
Uil 2 1) U
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) -1
42 9=12 3 2 (o =| 0] donc: g*(v)=—v.
-l 2 1)la |
M1 2 20 0
41 V=l2 3 2} 1| =]=1|donc: g*(w)=-w.
Vo2 2 1)) (=
Exercice 3

1) Notons tout d'abord que T, () =[[1,n], puisque I'on peut obtenir un "Pile" dés le premier

lancer ou bien étre obligé de lancer la piece n fois, toutes les situations intermédiaires étant
envisageables.

a) L'événement (7, =1) est réalisé si et seulement si I'on obtient "Pile" au premier lancer.
Onadonc: P(T, =1) =p.
Pour tout k appartenant a [2, n—1]|, (T, = k) est réalisé si et seulement si on a obtenu "Face"

k—1 fois et "Pile" au k ™ lancer. On a donc :
k-1

@, =0=(NF)nn
i=1
On en déduit : P(T, =k)= P(F, )PF, (F, )"'PFIm.mﬁ,z (F, )PF,m..nF,{,, (F)
Tant que 1’on obtient "face", on relance la piece dans les mémes conditions donc :
Vke[2, n-1],P(T,=k) = ¢"'p

Cette formule étant valable pour £ = 1 (elle donne bien P (7, =1) = p), on conclut :

Vke[l,n-1],P(T,=k) = ¢"'p

b) L'événement (7, = n) est réalisé si, et seulement si, on obtient n—1 "Faces" durant les n
premiers lancers (peu importe ce que donne le n°"° lancer, il aura lieu).

n—1
Onadonc: (T, =n)= ﬂE . Comme dans la question 1a), on obtient :
i=1

P(T, =n) =q""

Remarque. On trouvait le méme résultat en écrivant, moins synthétiquement :

<T,,=n>=([jf:)u([fjf:}ma)

n n—1
¢) Ona: Y P(T,=k)=)Y P(T,=k)+P(T, =n).On en déduit :
k=1 k=1

n n—1 n=2
ZP(Tn =k) :Z g 'p+q" = pz g' +¢"" . Comme q est différent de 1, on obtient :
k=1 k=1 i=0

n—1

ZP(T;, :k):p l_q +qn71 :l_qnfl_i_qnfl.
k=1 l-g
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Conclusion :

ZH:P(Tn:k):l

d) La variable aléatoire 7, est finie donc elle possede une espérance et on a :
n n—1 n—1
E(T) = Z kP(T, =k) =Z k¢ p+ng”’ =pz k¢ +ng""
k=1 k=1 k=1

Premiére méthode. Considérons la fonction fdéfinie sur ]0, 1[ par :

n—1

f@=%4"
k=0
n—1
La fonction f est dérivable (fonction polynomiale) etona: f'(¢)= Y. kg*™" (le terme
k=1

correspondant & k=0 dans f'(g) a une dérivée nulle car il vaut 1).
1_ ql‘l
I-¢
En dérivant les deux membres, on obtient : (1 - q) f'(9-1 (q) =-nqg"

n _ n_ n—1
Ondéduit;(1—q)f'(q):f(q)_nqn—l:1—_‘1_nqn4:1+(" g -ng""

Comme f(q)=

,onaaussi: (1-¢) f(q)=1-¢".

-1

1-¢q 1-¢
n n—1
En divisant par 1-¢, on trouve : f'(q) = (n=Dq n;] +l '
(1-q)
nel _ n_ n—-1
On en déduit : Y qu_l = (n=Dq nzq +l .
k=1 (1-9)

On a alors successivement :
(n—-1)q" - nq”_l +1

(n—1)q" —nq"" +1 e

T S A
n n-1 n n-1 el
E(Tn):(n l)ql ng +1+nq"_l:(n g nql +1+nqg" " (1 q).
—q ~
E(T,)= (n=Dgq"—ng"" +1+nq"" —nq" _nq"-q"—ng"" +1+nq"" —nq"
On trouve bien :
E(T) ="

Deuxiéme méthode. On écrit :
n-l n-1 n-1
ET)=0-9)> kq"" +nq"" =D kq"' =Y kq" +nqg""
k=1 k=1 k=1
Avec le changement d'indice i =k —1 dans la premiére somme, on obtient :

n—2 n—1
E(T)=Y (i+1)q'=> kq" +nq""
i=0 k=1

n—2 n—-2 n—1
En scindant la premiére somme, ona: E(T,) = Ziqi + Z q - Zk g +nqg"".
i=0 i=0 k=1
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Les premicre et troisiéme sommes se simplifient et il reste :

n=2 ; . . n—=2 : . n—1 ; 1_ n
E(T)=2.4 ~(=Dg"" +nq"" =3 ¢'+¢" =D q' =5 qq :
i=0 i=0 i=0 -

2) a) Notons que X, (Q) ={0,1}, puisque lors des n premiers lancers, soit on ne fait que des
"Faces" et (X, =0) est réalisé, soit on obtient un "Pile", ce qui arréte le jeu, et (X, =1) est

réalisé. Ona (X, =0)= ﬂE et, avec encore le méme argument que dans la question 1a), on
i=1

obtient: P(X, =0)=q".
On en déduit: P(X, =1)=1-¢".

X, suitlaloi B(1-¢")

b) D'apres le cours, X, aune espérance et :

E(X,)=1-4"

3) Ona Y, (Q2)= [[0, n]] , puisque I'on peut, au mieux, obtenir un "Pile" dés le premier lancer et

Y prend la valeur 0, ou, au pire, n'obtenir que des "Faces" et Y, prend la valeur n, toutes les

situations intermédiaires étant, ici aussi, envisageables.
a) « L'événement (¥, =0) est réalisé si, et seulement si, on n’obtient aucun "Face", ¢’est-a-

dire si, et seulement si, on obtient "Pile" au premier lancer. On a donc : P(¥, =0) =p.
e Pour tout £ de |I1, n— 1]] , I'événement (Y, = k) est réalisé si, et seulement si, on obtient
k "Faces" lors des k premiers lancers, suivis d'un "Pile" pour garantir que l'on a obtenu &
k
"Faces", et pas plus. Onadonc: (¥, =k)= (ﬂE ) NP, .
i=1
Toujours comme dans la question 1a), on obtient : P(Y, = k) = ¢* p . Comme cette égalité

donne bien P (Y, =0) = p pour k£ = 0, on peut conclure :

Vke[0, n-1], P(Y,=k)=4"p

b) L'événement (Y, =n) est réalisé si, et seulement si, on obtient n "Faces" lors des n

premiers lancers. On a donc : (Y, =n) = ﬂE . De la méme fagon encore (tant que I’on obtient
i=1
"face", on relance la piece dans les mémes conditions), on obtient :

PY,=n)=q"

¢) Le nombre total de lancers est égal au nombre de "Pile" ajouté au nombre de "Face". Par
conséquent, on a :

X, +Y, =T,
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Par linéarité de 'espérance, on trouve : E(X, )+ E(Y,)=E(T)).
9 (g = 1-¢"-(1-¢")1-9)

On a donc : E(Yn):E(Tn)—E(Xn)zl_
l-q l-¢g

Pour finir, on trouve :

F) =400

4) D'aprés la question 1a), on a, pour tout k fixé dans N* et pour tout entier naturel n
strictement supérieur a k : P(T, =k) = ¢"'p.
On peut faire tendre n vers +oo et on trouve :
VkeN*, lim P(T, =k) = lim ¢"'p=¢*"'p.

no0 N>+
En conclusion, la suite (7,) _ . converge en loi vers une variable aléatoire 7" suivant la loi
géométrique de parametre p.
5) Tant que I'on n'a pas obtenu de "Pile" et que 1'on n'a pas lancé la piéce n fois, on rejoue et
la variable T, augmente d'une unité. A chaque nouveau lancer, si I'on obtient un "Face", Y,
augmente d'une unité, sinon c'est X, qui augmente d'une unité et prend définitivement la
valeur 1.

Program EDHEC2012 ;
Var n,t, x,y:integer ;
p :real;
Begin
Randomize ;¢:=0;x:=0;y:=0;Readln(n, p) ;
While (x=0) and (t <n) do begin ¢:=1¢+1
Ifrandom>p then y:=y+1 else x:=1;
End ;
Writeln (¢, x, y) ;
End.

Remarque. La derni¢re instruction "x : = 1 ;" peut étre remplacée par "x : =x + 1 ;", ce qui
revient au méme.

Probléme
1) a) La fonction fest définie sur R qui est bien centré en 0.
Deplus: VxeR, f(-x)= 7»| -X |e’“”‘)2 = 7»| x|e’“2 = f(x)

| La fonction fest paire ‘

b) Pour tout réel x positif, ona f(x)= Axe ™ ce qui montre que la fonction fest continue
sur R, comme produit de fonctions continues sur R, .

Pour tout réel 4 positif, on a : J-OA f(x)dx= j:kxe'“z dx = —%[e"“z T = —l(e_MZ - 1).
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Comme A est strictement positif, on a : Alim e =0. Ceci prouve que l'intégrale
—>+0

I(:w f(x)dx converge et :

[ 0”’ £(x) de%

¢) La fonction f'est continue sur R en tant que produit de fonctions continues sur R .

x[20 et e™ >0).

La fonction f'est positive (A >0,

De plus, l'intégrale I(:w f(x)dx converge et f est paire donc l'intégrale I fw f(x)dx converge

¢galement et on a : ij f(x)dx =2 I(:w f(x)dx =1.

‘ La fonction f'peut étre considérée comme densité d’une variable aléatoire X

2) a) Pour tout réel x positif, on a x f(x)=Ax e ce qui montre que la fonction
x> x f(x) est continue sur R, (produit de fonctions continues).

De plus, ona: Vx>0, x* (x f(x))=Ax* e = %kzx“ e = %(MZ)2 e

lim (%)’ e ™ = lim 2% = 0 (par croissances comparées et parce que A>0) donc :

X—>+00 z—>+®0

lim x* (x f(x))=0. Ceci prouve que : x f(x) = o(iz).

X—>+0 oy

On sait que l'intégrale .[ :w%dx converge (intégrale de Riemann de parametre 2 > 1) donc,
X

grace au critere de négligeabilité (pour les intégrales de fonctions continues et positives),

l'intégrale I :wx f(x)dx converge également. Comme l'intégrale j;x f(x)dx est définie

(intégrale d'une fonction continue sur un segment), on peut conclure :

L’intégrale j0+wx f(x)dx converge

b) VxeR, g(—x)=—xf(-x)= —Xx| -X |e’“”‘)2 = —Kx| X |e’MZ =—x f(x)=—g(x).
La fonction g:x+> x f(x) est donc impaire, et comme [’intégrale .[ 0+oox f(x)dx converge,
alors I’intégrale .[ _0 x f(x)dx converge également.

La relation de Chasles prouve que [ x f(x)dx est convergente et que [ x f(x)dx=0.

En conclusion, X posséde une espérance et :

E(X)=0

10
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3) a) Pour tout réel x positif, on a x* f(x)=Ax’e* , ce qui montre que la fonction
h:x x* f(x) est continue sur R,.
; - 4 5 4 5 — 2

Pour tout réel 4 positif, on a : IO x f(x)dx = IO X" xAxe ™ dx.

2 ’ —Ax?
On pose u(x)=x" et V'(x)=Axe ™ .

. | :

On a donc u'(x)=2x et on peut choisir v(x)= —Ee M Les fonctions u et v sont de classe

C'sur R . donc l'intégration par parties est licite et donne :

IOA X f(x)dx = —Zl[xze“2 ]: +J‘0Axe’Mz dx = —%Aze’“‘2 +%J‘0Akxe“2 dx .

J-OA x* f(x)dx = —%Aze_Mz +%I0A f(x)dx.

. — 2 . I3 N .
Comme A >0,ona lim A’¢”™* =0, par croissances comparées, comme a la question 2a).

A—>+0
. A +o0 1
De plus, lim jo F(x)dx= jo fx)de=—.

+00
Ainsi, l'intégrale .[ . x* f(x)dx est convergente, et, aprés passage a la limite, on obtient :

+o _L
J-O xf(x)dx-mL

b) VxeR, h(—x)=(-x)>f(~-x)=Ax’ | —X |e_M_")2 =\x’ | X | e =3 f(x)=h(x).
La fonction %:x > x* f(x) est donc paire, et comme I’intégrale .[ 0+OO x* f(x)dx converge,

alors I’intégrale I j) x* f(x)dx converge également.

La relation de Chasles prouve que j:fxz f(x)dx est convergente, ce qui signifie que X

possede un moment d'ordre 2.

Comme 4 est paire, on a de plus : E(X2)= j+°°x2 f(x)a’x=2.[0+oox2 f(x)dx = %

—00

Pour finir : V(X)= E(X*)—(E(X))’ =%— .

V(X) :%

4) a) Comme Y =X?,ona Y(Q)=R_, ce qui montre que : Vx<0, F,(x)=0.
Pour tout réel x positif ounul, ona: F,(x)=P(Y <x) =P(X*<x)= P(—\/; < XS\/;).

En notant F, la fonction de répartition de X, on obtient :

11
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0six<0

F) = {FX (Vx)= Fy (—/x) six>0

b) Premiére méthode.
On déduit de ce qui préceéde que :

Vx20, Fy(x)= f f (H)dt= 2[0 f(t)dt, cette derniere égalité provenant de la parité de f.

N
En remplagant, on trouve : Vx>0, Fy(x)= 2]0 Ae ™ dt = [ e } =l-e"".
0

AXx :
, six>0 . . . .
Pour résumer: Fj(x)= {0 0 . On reconnait que Y suit la loi exponentielle de
six <

parametre A.
Comme I’énoncé le demande, on obtient une densité f, de Y en dérivant (sauf en 0) la

fonction Fy et en posant, par exemple, f;(0)=A, ce qui donne :

Ax -
fy(x):{Xe six=>0

0six<0

Deuxiéme méthode.
La fonction Fy est de classe C! sur R donc sur R’ , la fonction racine carrée est de classe

C' sur R’, donc, par composition et soustraction, F, est de classe C! sur R’ .
Comme Fy coincide avec la fonction nulle sur R, elle est aussi de classe C! sur R” .
On obtient alors une densité¢ f, de Y en dérivant F , sauf en 0, puis en donnant une valeur

f(\/_)+ f(- \/_)51x>0

N

arbitraire positive a f, en 0. Ona :FY'(x) 2\/_
0six<0

1 \/— .
, — x)six>0
Comme f'est paire, il reste : F, (x) = Jx Jx) .

0six<0
1 D -
ﬁk‘\/;‘e six>0

0six<0

En remplacant, on trouve : FY' (x)=

Le ™ six>0

En simplifiant (car ‘ Jx ‘ =x ), on a enfin : FY'(x) = {0 . 0
six <

11 suffit de poser f, (0)=A pour obtenir :

M six>0

0six<0

Sy(x)= {

On conclut que Y suit la loi exponentielle de paramétre A .
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. 1 1
¢) D'apres le cours, on sait que E(Y) :X’ et comme ¥ = X2, ona E(X?) :X' Comme

E(X)=0, on retrouve alors :

WXF%

5) a) Ennotant Fj, et F}, les fonctions de répartition de W et U, on a, pour tout réel x :
Fy (x)=P(W<x) =P(—%ln(1—U )<x)=P(In(1-U)=-Ax)=P(1-U = e™™).

La derniére égalité provient du fait que la fonction exponentielle est une bijection croissante
de R vers ]0, +oof.

Onadonc: Vxe R, F, (x)=P(U< 1—-e™) = F,(1-e™).

La fonction exponentielle est & valeurs dans ]0, +oo[ donc : 1—e™™ <1.

e Six >0, alors,comme A>0,0ona:e™ <letl—-e™ >0.

On en déduit que : 0 < 1—e™ < 1. On peut alors remplacer et obtenir : F}, (x) = 1—e™.
¢ Six <0, alors, comme A>0,ona: e™ >1et l—e™ <0.On en déduit que : F, (x) =0.

On a donc le résultat :

W suit la loi exponentielle de parameétre A

b) On sait que ¥ = X doncona: | X | =Y . Comme la loi de Y est la méme que celle de
W (que I’on sait simuler d’apres la question précédente), on peut maintenant écrire la fonction
simulant la loi de |X | :

function vax (lambda : real) : real ;
var y : real ;

Begin

y : = (-1/lambda) * In(1— random) ;

vax : = sqrt(y) ;
End ;

¢) On avu a la question 1b) que : P(X >20) = J-Om f(x)dx= % .

Par parité de f, on sait aussi que P(X <0)= J:O S(x)dx = % .

On a donc :

P(X >0)= P(X <0)

Ce qui précede s'écrit aussi : P(X = | X |) =P(X = —| X |) :%. Pour simuler X, il suffit donc

, puis de traduire le fait qu'il y a une chance sur 2 que ce que 1'on a simulé soit

de simuler | X

X (ou —X).
function x(lambda: real) : real ;
var y : real ;
Begin

13
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y : = (-1/lambda) * In(1— random) ;
If random(2) =1 then x:=sqrt(y) else x:=-sqrt(y);
End ;

6) a) Ona: Vxe]0,+of, L(k):ﬁfy(xk):ll[ke"“k .

Grace aux propriétés de la fonction exponentielle, on trouve :
L) =he ke ™™ he = \e e ) “ce qui donne :

—k’zlxk

L =1r"e &

On en déduit :

In( L)) =nlnn-2Yx,

k=1

b)Ona: o(A)=nlnk-21) x, .

k=1

., n— kz X,
La fonction ¢ est dérivable sur ]0,+ o[ et: ¢' (L) = I Zxk = % :
k=1

On a donc : (p'(k)ZO@n—XZkaOCH»S .

k=1
Z Xy

k=1

(aucun risque a écrire ceci puisque les

X, sont supposés strictement positifs).
On conclut :

. . n
@ admet un maximum, atteint en z =——
) Xy

k=1

D'apres ce qui précede, z est le réel en lequel la fonction In L atteint son maximum. Comme

!

L . . ' ' A .
(lnL)’zf et comme L est une fonction positive, (InL)" et L' ont méme signe. Par

conséquent, InL et L ont les mémes variations, ce qui prouve que:

‘ z est le réel en lequel la fonction L atteint son maximum

n C o n .
7) a) Comme Z =——, comme ZYk a pour densité f,, et comme ¢+ — est continue sur
N t
k=1
Y

k=1

R sauf en 0, alors, grace au théoréeme de transfert, Z, posséde une espérance si, et seulement
s o 1 . .
si, I'intégrale I . f, (®)dt converge (puisque Z, ne prend que des valeurs positives).
t

Pour tout réel ¢ positif, on a :

14
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Y L A o A }\4"_1 9 An
" tl’l 1, -\t — 4 2o :—X—tn 2e o :E n—l(t)'

n
—f, )= n

tf”() t (n—-1)! (n—-1)! n—-1 (n-2)!

Comme 7 est supérieur ou égal a 2, la fonction f, | est une densité donc I OM f@®dt=1.
An

n—

+o 1 +oo 1

0 7 f,(t)dt converge et 'onadeplus: |, 7fn (t)dt = x1.

Ceci prouve que j

On a bien :

EZ) = ilx

r n—1 o .
b) En posant Z =——Z, , on a, par linéarité de 1'espérance :
n

n—1 n
X
n n-—1

A=A.

E@Z)="EZ,)-

n-1 . ..
Z'=——7Z, estun estimateur sans biais de A
n

n
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